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Streszczenie

Celem pracy jest przygotowanie do obliczania przekroju czyn-
nego w formalizmie DWIA (Distorted Wave Impulse Appro-
zimation), poprzez ustalenie normalizacji funkcji falowej w
bazie momentu pedu. Pierwsza czes¢ pracy jest poswiecona
rachunkom prowadzonym w bazie pedowej. Zostanie wyliczo-
ny inkluzywny przekrdj czynny dla rozpraszanie elektronu na
pojedynczym nukleonie, nastepnie otrzymany wynik bedzie
uogolniony na przypadek jadra opisywanego jako gaz Fer-
miego oraz porownany z danymi doswiadczalnymi. W drugiej
czesci pracy zostana przeprowadzone analogiczne rachunki w
bazie momentu pedu. Przy odpowiedniej normalizacji funk-
cji falowej otrzymany wynik musi by¢ identyczny. W pracy
uzyskano niemal catkowitg zgodnos¢ wynikéw, za wyjatkiem
czynnika normalizacyjnego, ktéry dla bazy momentu pedu
jest formalnie nieskoniczonoscig.



1 Wstep

[stnienie neutrina zostato zapostulowane w latach 30-tych ubiegtego wieku
przez Wolfganga Pauliego w celu ratowania zasady zachowania energii i za-
sady zachowania momentu pedu w procesie rozpadu beta neutronu. Jego
istnienie zostato doswiadczalnie potwierdzone w 1956 roku w eksperymen-
cie przeprowadzonym przez Frederica Reinesa i Clyde’a Cowana'. Jako Zré-
dlo antyneutrin wykorzystali oni reaktor jadrowy, a za detektor postuzyt im
zbiornik wypetniony woda. Idea doswiadczenia byta prosta: podczas odwrot-
nego rozpadu beta oddziatywanie antyneutrina z protonem skutkuje produk-
¢ja neutronu i pozytonu; pozyton, poruszajac sie w osrodku materialnym,
szybko spotka na swej drodze elektron, co zaowocuje powstaniem dwdch fo-
tondéw, natomiast neutron zostanie zaabsorbowany przez jadro, co przyczy-
ni si¢ do powstania nowego jadra w stanie wzbudzonym, ktore po upltywie
pewnego czasu wyemituje kolejne fotony. W ten sposéb obserwacja neutrin
sprowadzona zostata do detekcji fotonéw w koincydencji czasowe;j.

Kolejne przetomowe odkrycia zwigzane z neutrinami miaty miejsce dopie-
ro na przetomie XX i XXI wieku, gdy odkryto tzw. oscylacje neutrin, ktore
polegaja na samoistnej zamianie jednego rodzaju neutrina w inne. Zjawisko
to, zaproponowane po raz pierwszy przez Pontecrovo, byto odpowiedzig na
problem deficytu neutrin stonecznych. W latach 70-tych Raymund Davis i
John Bahcall zauwazyli, ze do Ziemi dociera znacznie mniej neutrin stonecz-
nych, niz sugerowaty to rozwazania teoretyczne. Zjawisko oscylacji, ktore jest
fascynujace samo w sobie, niesie za sobg powazne konsekwencje, poniewaz
jest mozliwe tylko wtedy, gdy neutrina posiadaja mase. Byto to zaskakuja-
ce odkrycie, poniewaz przez niespelna 70 lat uwazano neutrino za czastke
pozbawiona masy. W takim tez przekonaniu budowano model standardowy.
Nota bene mozna rozszerzy¢ model standardowy tak, aby uwzglednial mase
neutrina, przez wprowadzenie neutrin prawoskretnych.

Mimo przeprowadzonych do tej pory wielu doswiadczen z udziatem neu-
trin, wcigz nie wiemy o nich wszystkiego. Mamy nadzieje, ze zblizajace sie
eksperymenty, takie jak T2K, wyjasnia nie roztrzygniete jeszcze kwestie. W
tym celu chcielibySmy dysponowaé¢ jak najlepszym modelem teoretycznym,
opisujacym zderzenia neutrin z jadrami atomowymi. Dysponujemy dobra
efektywna teorig, pozwalajaca opisa¢ nam rozpraszanie neutrina na pojedyn-
czym nukleonie, jednak rozwazajac rozpraszanie na jadrze, musimy uwzgled-
nic¢ procesy zachodzace wewnatrz jadra. Najprostszym modelem jest gaz Fer-
miego, jednak ma on raczej charakter pierwszego przyblizenia. Lepszy opis
oddziatywan nukleonu w jadrze wprowadza sie przez funkcje spektralng oraz

!Eksperyment potwierdzil istnienie antyneutrin.



uwzglednienie oddziatywan w stanie koncowym, tzw. FSI (Final State Inte-
raction,).

Motywacja do napisania tej pracy jest opis zderzen neutrin z jadrami ato-
mowymi w przyblizeniu DWIA (Distorted Wave Impulse Approximation). W
przyblizeniu impulsowym przyjmuje sie, ze padajaca czastka oddziatuje z po-
jedynczym nukleonem, co jest uzasadnione w przypadku neutrin o energiach
wigkszych od 1GeV, kiedy typowe przekazy pedu sa wystarczajaco duze. W
DWIA nukleon poczatkowy traktuje sie jak czastke swobodna, a oddzialywa-
nie wybitego nukleonu z jadrem konicowym wprowadza sie przez odpowiedni
potencjal (np. Woodsa-Saxona).

Modelowanie oddziatywan wewnatrz jadra poprzez potencjal wigze sie z
koniecznodcia korzystania z rozwigzania rownania Diraca w bazie momentu
pedu. Celem pracy jest zapoznanie si¢ z formalizmem niezbednym do prze-
prowadzenia rachunkéw w DWIA oraz ustalenie odpowiedniej normalizacji
funkcji falowe;j.

W pierwszej czesci pracy zostanie wyliczony inkluzywny przekréj czynny
dla jadra opisywanego jako gaz Fermiego, wszystkie czastki beda opisywane
przez fale ptaskie. Nastepnie zostang przeprowadzone analogiczne rachunki
w sytuacji, gdy nukleon koncowy bedzie traktowany jak czastka swobodna,
ale opisany przez rozwigzanie réwnania Diraca w bazie momentu pedu.

Z uwagi na szkoleniowy charakter pracy, ktéra jest jedynie przygotowa-
niem do wtasciwych rachunkéw, rozpatrzony zostanie proces rozpraszania
elektronéw na jadrze. Dlaczego? Po pierwsze obliczenia sg mniej ztozone.
Po drugie dysponujemy wieksza liczba danych pomiarowych dla elektronéw,
dzigku czemu tatwiej skonfrontowaé¢ koncowy wynik z do$wiadczeniem. Bio-
rac pod uwage, ze gtéwnym celem jest sprawdzenie konkretnego modelu ja-
dra, taki zabieg wydaje sie jak najbardziej uzasadniony - jesli opis jadra
sprawdzi sie w przypadku elektronéw, to nie ma powoddéw, aby sadzié, ze
bedzie inaczej w procesach z udziatem neutrin.

Chcac w przysztosci liczy¢ przekrdj czynny w DWIA, musimy najpierw
zna¢ normalizacje funkcji falowej w bazie momentu pedu. Celem pracy jest
jej ustalenie poprzez wyliczenie inkluzywnego przekroju czynnego dla roz-
praszania elektronu na jadrze w bazie pedowej i w bazie momentu pedu
oraz ich porownanie. Osobny rozdzial poswiecimy dla gazu Fermiego, w celu
sprawdzenia otrzymanego rezultatu, poprzez porownanie z danymi doswiad-
czalnymi.



2 Przekrdj czynny

2.1 Macierz przejscia

Aby zajaé si¢ obliczaniem przekroju czynnego, musimy najpierw odpowie-
dzie¢ sobie na pytanie, jak w formalizmie kwantowej teorii pola liczy¢ prawdo-
podobienstwo zderzenia. Wiemy, ze elektrony uczestnicza w oddziatywaniach
elektromagnetycznych, realizowanych poprzez wymiane wirtualnego fotonu.
Na poczatek rozwazymy sytuacje ogolna. Wtasciwe rachunki beda wykony-
wane w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, czyli w tzw. przyblizeniu jen-
dofotonowym.

Lagranzjan oddziatywania w przypadku oddziatywan pol Diraca z ze-
wnetrznym polem elektromagnetycznym ma postac

ogint = juAM - _6775(1‘)’7%77&(1‘)14“(1‘) (2'1)

Zaktadamy, ze oddziatywanie zachodzi w skoniczonym czasie, tj. gdy ¢t —
+o00 czastki sa oddalone od siebie na odlegtos¢ na tyle duza, ze uniemozli-
wia im ona oddzialywanie i traktujemy je jak czastki swobodne. Zgodnie z
konwencja mozemy wprowadzi¢ swobodne pola asymptotyczne

Yy (2) = lim ¥(x) (2.2)
Yioun (2) = lim ¥(z) (2.3)

Pola asymptotyczne dziataja w réznych przestrzeniach Hilberta, co ozna-
cza, ze stany poczatkowy i), € i, 1 koncowy |f) ) € Hour. Aby wyli-
czy¢ amplitude prawdopodobienstwa (o) (f |z)( musimy znalezé operator
unitarny S taki, ze

in)’

iour) (T) = S Yiny (2).S (2.4)

co umozliwi nam przejscie z jednej bazy w druga
|f>(out) =57 |f>(m) =S |f>(m) (2.5)
‘Z>(zn) =5 |i>(out) (26)

i pozwoli wyliczy¢ amplitude prawdopodobienstwa

(out) <f|2>(ln) —(out) <f|S|Z>(out) —(in) <f|S|Z>(zn) = sz (27)



W celu wyznaczenia macierzy S rozwazymy ewolucje czasows pola od-
dziatujacego 1 (x). Takie podejscie mozna znalezé w [2].

Y, T) =Ut) " Pun)(t, DU (2.8)

W tym miejscu trzeba zachowaé szczegdlng ostroznos$é przy interpretacji
1 (x). Pola swobodne spehiaja jednoczasowe kanoniczne zwigzki komutacyj-

ne W(m) (ta f)a w(ln) (t7 f/)] - 253(5_:?)7 a pOla oddzialujz%ce W)(ta f)a ¢(t> l_y)] =
%53(5 — '), wiec (2.8) moze by¢ prawdziwe tylko wtedy, gdy przez 1 (x) ro-
zumiemy pola zrenormalizowane ¢(x) — Zé/ Y (x).

Z réwnania (2.2) wynika, ze U(t) musi spelniaé

tLiIPOO Ult)=1 (2.9)
az(2.4)
tlirglo Uit)=>9 (2.10)

W kwantowej teorii pola pracujemy w obrazie oddziatywania, czyli dla
pola 9 (z) zachodzi

(6,) = i [H(), (0,7 (2.11)
i analogicznie dla pola (;n)?
0 - [pyin) -
o7 Van) (4,) = & [HE™ (), Yin) ¢, ) (2.12)
Co wiecej, z (2.8) wynika, ze

U H (UL (t) = H™ (1) (2.13)

Wykorzystujac powyzsze réwnania mozemy zapisac¢

2Przez H (M) (t) rozumiemy hamiltonian wyrazony przez pola asymptotyczne.



= 0 e pu ) = vz

V2D ) 4 vy
(

_ —t)U‘l(t)U(t)w(t,f)U_l(t)

iU (t) [H(t), (L, )] U (t) (2.14)
dU (1)

dt
:7 Oy (8, D) + i [H (), by (8, 7)

RTINS Ty

Z unitarnosci operatora U(t) wynika

U (t)
dt
co w polaczeniu z (2.12) i (2.14) daje

U (t)+U(t) =0 (2.15)

i [H 0. om0, 9] = ldz—it)U )+ H (), Y (6T) | (2.16)
= Z’d((]iit) _ (H(in) (t) — Héin) (t)) U(t) _ Hi(i?) (t)U(t) (2.17)

Jezeli scatkujemy obie strony rownania po czasie w granicach od —oo do ¢,
to (majac na uwadze (2.9)) otrzymamy catkowe réwnanie iteracyjne na U (t)

t

Ult)=1—:i / At H (1)U (1) (2.18)

—00

co w oczywisty sposob prowadzi do

t

Ut)=1-—i / At H™ (¢ / dt, / Ao H () HE™ (1) + ..

/%/m /wmx B HSD (80). HED (1) + .

(2.19)



Wykorzystujac twierdzenie Dysona, (2.19) mozemy zapisa¢ w postaci
(por. [2] rozdz. 4-1-4)

t t t
U<t>=z(n,) / dt, / dt... / At T [H (1) H G (1) HE ()
n=0 . —00 —00 —00

t

= T exp —i/dt'H'(m)(t/)

int

—00

(2.20)

gdzie T' oznacza iloczyn chronologiczny. Zgodnie z (2.10) macierz przejécia
wynosi®

S=1limU(t) = Texp |—i 7dtht(t) = T exp lz / d%iﬂmt(a;)} (2.21)

t—o0
—00

Jest to ogdlne wyrazenie na macierz przejscia, ktore teoretycznie umozli-
wia wyliczenie amplitudy prawdopodobienstwa (f|S|i) dla dowolnego proce-
su. W obliczeniach korzysta si¢ z rachunku perturbacyjnego, ktéry prowadzi
do wprowadzenia diagraméw Feynmana. W wyzszych rzedach rachunku za-
burzen, pojawiajace sie diagramy petlowe prowadza do nieskonczonosci, przez
co konieczne jest sieganie po procedure renormalizacji.

W przypadku zderzen elektronéw (neutrin) z nukleonami wyniki otrzy-
mane w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen sa na tyle zadowalajace, ze
nie ma potrzeby korzystania z wyzszych rzedéw.

2.2 Przyblizenie jednofotonowe

W poprzednim podrozdziale wyprowadziliSmy ogélne wyrazenie na macierz
przejécia (2.21). W przypadku rozwazanych przez nas proceséw wystarcza-
jace jest ograniczenie sie do pierwszego rzedu rachunku zaburzen, w ktorym
macierz S przyjmuje postac¢t

S=1+ i/d4xju(:p)A“(x) (2.22)

30siggneliémy nasz cel, czyli wyraziliémy wszystko przez pola swobodne. Od tej pory
bedziemy opuszczaé indeks (in).

4Bedziemy rozwazaé tylko takie procesy, w ktérych stan koncowy jest rézny od poczat-
kowego, wiec 1 bedziemy od tej pory pomijaé.



gdzie j,(x) jest pradem leptonowym.
Jezeli zrédtem pola elektromagnetycznego A*(zx) jest prad hadronowy
JH(z), to z rébwnan Maxwell’a mamy

OA*(z) = J*(x) (2.23)

Aby macierz przejscia wyrazi¢ przez prad hadronowy, skorzystamy z funkcji
Greena (por. [3] rozdz. 7.4)

d4q e_iQ(x_y)
Dp(z—y) = —/ on) i (2.24)

ktora w oczywisty sposob spetnia

ODp(x —y) = 8" (z — y) (2.25)

Pole A*(z) mozemy wyrazi¢ przez

A() = / d'yDi(x — y)J"(y) (2.26)

Tak zadane pole elektromagnetyczne spelia (2.23) i umozliwia zapisanie
macierzy przejscia w postaci

S = / Az, (x) A (z) = i / dz / d*yju(x)Dp(x — y)J*(y)

d*q e—ta(z—y)
_ 4 4 . m
Z/d SL’/d y/(2ﬁ)4ju(37) q2+i5 J <y>

2.3 Przyblizenie impulsowe

(2.27)

Gdy rozpatrujemy rozpraszanie wysokoenergetycznych elektronéw, czyli ta-
kich ktérych energia jest na tyle duza, ze odpowiadajaca im dtugosc¢ fali de
Broglie’a jest mniejsza niz typowa odlegtos¢ miedzy nukleonami w jadrze,
uzasadnione jest stosowanie A (Impulse Approzimation), czyli zatozenia, ze
elektron oddziatuje z pojedynczym nukleonem.

Elektron padajacy i rozproszony bedziemy traktowaé jak fale ptaskie o
czteropedach odpowiednio k& = (F, l;) ik = (F, E’) Na razie abstrahujemy
od modelu jadra i przyjmujemy jedynie, ze nukleon poczatkowy |i) oraz kon-
cowy |f) sa stanami wlasnymi hamiltonianu o energiach odpowiednio F; i
Ey. Zgodnie z (2.27) macierz Sy; wynosi



1

— — 4 4 : 1 —ig(z—y)
S5 = (fIS]i) = /d /d SH@IRWl0e .

Hamiltonian jest generatorem translacji w czasie, wiec prady: leptonowy
i hadronowy mozemy wyrazi¢ przez

ju(z) = e g (7,0)e™ (2.29)

JHy) = e_iHyOJ“(gj, O)eiHy0 (2.30)

Jezeli skorzystamy dodatkowo ze znanej wtasnosci dla stanéw witasnych ha-
miltonianu

H|p) = El) = "'i)) = ™'[¢)) (2.31)

to

dq 1
S0 = =i [ ate [ aty [ G pe e, @ 0l

f|6—zHyoJu(y 0) zHyo| > —ig(z—y)

dq L S 010

X elq(:v ¥) p—iwo(qo+E'—E) ,—iyo(Ef —Ei—qo)

=i [ @ [y / dq4 1@ O 175,01

% ezq(x D(2m)d(qo + E' — E)(2n)6(Ef — E; — qo)

— i fae [y [ 5 T4 L & 0K 17, O

X elq@f y>5(Ef +E —E—E)

d'z [ d*y

(2.32)
Przy czym w = q9 = E — E' = Ey — E;. Stany leptonowe |k) i |k’) maja
okreslony ped, czyli zachodzi dla nich

PRy = F|k) (2.33)
eiP:i’|kl> _ €iE/f|/{ZI> (234>



iPT
, otrzymamy

Wykorzystujac j,(Z,0) = eiﬁij(O)e*
1 —iPz -~
— (K| ¢, (0)e P kY (1745, 0) i)

Sy =—i | &Pz d3/
f Z/ / 2m)2 q
G >5(Ef+E’ E—E)

— i fa [y /dgq L 1)) (17,0l

x e W FF-O5(p, 4 B — F — )

— i [y d W00
x e W(or 363k — K — Q)6(Ef + E' — E — E))
:_?u{; 17,,(0 )|k>5(Ef+E’—E—EZ-)/ y(f1J"(F,0)liye"™

(2.35)

2.4 Wyliczenie przekroju czynnego

W fizyce czastek elementarnych wielko$cig mierzalna, przez co szczegolnie in-
teresujaca, jest przekrdj czynny, ktory okresla stosunek prawdopodobienstwo
zajécia oddziatywania do ilodci centréw rozpraszania. Zanim jednak przej-
dziemy do obliczania przekroju czynnego, zwré6¢my uwage, ze w wyrazeniu
na amplitude prawdopodobienistwa Sy; pojawia si¢ delta Diraca, ktora jest
dystrybucja, a poniewaz nie potrafimy mnozy¢ przez siebie dystrybucji, nie
jestedmy w stanie podniesé¢ delty Diraca do kwadratu, a co za tym idzie,
obliczy¢ prawdopodobienistwa P = |Sy;|?. Aby obejs$é ten problem, mozemy
ograniczy¢ czas oddziatywania do przedziatu (—7'/2,7T/2). Mamy wtedy

T

0.5, (2.36)
T

T/2
1
or(Ey — Es) :—2 / dte!Fr—E2)t —
—T/2

Analogicznie zamkniemy $wiat w pudetku o objetoéci V' = L3 i nalozymy
periodyczne warunki brzegowe, tj. zerowanie sie funkcji falowej na $cianach
pudta. Wtedy ped przyjmuje wartosci dyskretne p'= 2%(nl, ng, ng), a pedowa
delta Diraca jest réwna

= = 1 i(p1—pP2)% 4
5%/(}71 —p2) - (27‘(‘)3 /d?’xe (PL=P2)7 — (271_)35171472 (237)
|4



Taka operacja umozliwia nam podniesienie delt do kwadratu

15 — )] = (#) 5o = @—Z)gé%(ﬁl—ﬁz) (2.38)

[00(Ey — B5)]* = (%) O,y = %%(El — E,) (2.39)

Wykorzystujac powyzsza wlasnosé oraz (2.35), otrzymujemy

2r6p(Ef + E' — E — E)T 2

|Sfi‘2 = q4

{13, (0) |} |*

[ Eusrape ™
(2.40)
Rézniczkowy przekrdj czynny definujemy jako (por. [4] rozdz. 3.4)

dP 1
T ¢
gdzie dP = PdNj = |Sy;|*dNj jest prawdopodobienstwem zajscia oddziaty-
wania, a d/Nj jest gestoscig stanéw koricowych. W przypadku zderzen dwéch
czastek strumien ¢ zdefiniowany jest jako iloczyn gestosci 1/V oraz predkosci
wzglednej °

do = (2.41)

3 3.9
u = \/(plpglEl My (2.42)

W objetosci V' gestosé koncowych standéw leptonowych wynosi (2‘7:)3 A3k
Gestos¢ hadronowych stanéw koncowych oznaczmy przez df, przez co ro-
zumiemy sumowanie po wszystkich dyskretnych i catkowanie po ciggtych
stopniach swobody. Gdy nukleon koncowy bedziemy opisywaé fala ptaska,
pojawia sie 3 pedowe stopnie swobody, czyli d3 ~ d*p’. W drugim podejsciu
nukleon bedzie zadany przez funkcje falowg w bazie momentu pedu, wte-
dy stopniami swobody bedzie energia oraz catkowity momentu pedu i jego

trzecia sktadowa, czyli d3 ~ dE; ).

M
Przy takim oznaczeniu dNs = (2‘7:)3 d®k’d, a rézniczkowy przekréj czynny
orép(Es + E' — E — E; ‘ TR L v
do = 2B NEGOIE | [ St @lie ™| 5k
(2.43)

Na tym etapie przekrdj czynny nie zalezy juz od czasu, wiec nic nie stoi na
przeszkodzie, aby dokona¢ przejscia T' — o0, co prowadzi do

5W procesach, ktére bedziemy rozwazaé, u ~ 1.

10



or(Ef+E' —FE—-E)—0(E;+FE —E—-E) (2.44)

Rozwazamy procesy z udzialem wysokoenergetycznych elektronow, wiee bez

zadnych konsekwencji mozemy pominaé ich mase, czyli E? = k"2 +m? ~ k"2,
a co za tym idzie

K = E?dKdQ = E?dEdQ (2.45)

Zanim przejdziemy do dalszych rachunkow, zwréémy uwage, ze w skonczonej
objetosci V' znormalizowane funkcje falowe dla fermionéw zadane sg przez

1 m —ikx
Ui (x) = ﬁ\/gu(k)e (2.46)

E .
ulk) = |22 7 (2.47)
2m Eim%

Jezeli zatozymy, ze wiazka padajaca jest niespolaryzowana i nie mierzymy
spinu - usredniamy po jego dozwolonych wartos$ciach, to cze$¢ leptonowsa
mozemy zapisa¢ w postaci

gdzie

KU OW = g mem?s S @K b)) (1K (k) (248)

spin

Wygodnie jest wprowadzi¢ tensor leptonowy

Ly = 3 S @K () (3K () (249

spin

oraz hadronowy

2

S(E; + E' — E — E;) (2.50)

we=3" / dBEE;

Umozliwia nam to zapisanie wyrazenia na rézniczkowy inkluzywny przekroj
czynny w zwartej postaci

/ aBy(f] ()| ive

do e FE 1

R 2.51
dE'dQ ~ ¢'EEE; (27)? W (2:51)

11



Wynik otrzymaliSmy przy zatozeniu, ze elektron (zar6wno poczatkowy
jak 1 koncowy) jest zadany przez fale ptaska. W przypadku nukleonéow przy-
jelidmy jedynie, ze sa stanami o okreslonej energii. Cata niewiedza o stanach
hadronowych zawarta jest w tensorze WH. Z tego wzgledu wzoér na WH jest
zupetnie ogblny, moze opisywac rozpraszanie na pojedynczym nukleonie, jak
i na jadrze atomowym. W szczegélnym (posrednim) przypadku jadro moze
by¢ opisane jako zbiér nukleonow.

W kolejnych rozdziatach wyliczymy inkluzywny przekrdj czynny w sytu-
acji, gdy nukleony sa stanami o okre$lonym pedzie oraz gdy funkcja falowa
nukleonu w stanie koncowym jest rozwigzaniem rownania Diraca w bazie
momentu pedu.

12



3 Tarcza - swobodny nukleon

W poprzednim rozdziale wyprowadziliSmy wzor na rézniczkowy przekroj
czynny bez dodatkowych zatozen dotyczacych nukleonéw. Teraz przyjmie-
my, ze nukleon w stanie poczatkowym i koncowym jest zadany przez fale
ptaska o pedzie odpowiednio p'i p’. Otrzymany w tym rozdziale wynik bedzie
nam shtuzyt jako wzorzec, z ktoérym bedziemy porownywaé koncowy wynik
pracy.

Na razie rozpatrujemy rozpraszanie na pojedynczym nukleonie. Kolejnym
krokiem bedzie uogélnienie wyniku na przypadek jadra opisanego jako gaz
Fermiego. Warto zwroci¢ uwage, ze swobodny nukleon lezy na powtoce masy,
co bedziemy wykorzystywa¢ w rachunkach. Nie jest to spelnione dla gazu
Fermiego, poniewaz nukleon jest zwiazany w jadrze.

Zaczniemy od wyliczenia tensora WH. Zgodnie z (2.50) mamy

2

4 -
WH = BB —— @y / d’p' / Py ('[J(,0)lp)e V| §(Ef+ E' — E — E))

2

§(E;+ E' — E — E))

v - - -
- BB [ | [ @l o e

2

§(E; + E' — E — E))

v o
- BB [ & [ a1 oo

V
= BB / &*p' [(p|J#(0)|p)V s —5|" 0(Ef + E' — E — E;)

V
= EfE; (%)3\/2 / &*p'Sz5-5 | (/| 74(0)Ip) " 6(By + E' — E — Ey)
= EfEiVZ/d3p'53v(ff—ﬁ +7) || 7O)|p)|* §(Ey + E' = E - Ey)

(3.1)

gdzie w ostatnim przejsciu skorzystalismy z (2.37).
Kolejnym krokiem bedzie przejscie od notacji Diraca do macierzowej. Po-
dobnie jak w przypadku elektronéow uséredniamy po spinie.

vo_ 2 3,753 v *
WH = E BV /d PO (G — P + P *)VQE E —Z p)Mu(p)) (u(p’) M u(p))

0(Ey+E —E-E;)
VS S [ @G ) @) (T ) Oy + B~ B~ )

(3.2)
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Wszystkie czynniki objetosciowe sie skrécity, wiec tensor WH nie zalezy juz

od objetosci. Mozemy swobodnie dokonaé¢ przejscia L — oo i wykonaé catke
3,/

po d’p'.

W _ eQMZ% ; (@) u(p)) (@) u(p))” 6(Ey + B~ E — K (3.3)

=?’H")(E;+ E' — E - E)

Wstawiajac otrzymany wynik do wzoru na rézniczkowy przekrdj (por.
(2.51)), mamy

do e F 1
dE'dQ  ¢* EEGE; (27)2

0(Ef+ E — E— E;)L,, H" (3.4)
gdzie ¢ = k—K = p' —p. Catkowanie po dE' mozemy wykonaé, wykorzystujac
energetyczna delte Diraca i inkluzywny przekrdj czynny dla rozpraszania
elektronu na pojedynczym nukleonie jest rowny

do LR 1

w_°¢c & 7
dQ  ¢* FE;E; (2n)2 "

gdzie q =k —k =p —p.

H™ (3.5)

3.1 Woyliczenie tensora L,
Tensor leptonowy zdefiniowalismy jako (por. (2.49))
1 _ _ «
Ly = 5m® Y (a(k)y,u(k)) (k) yu(k)) (3.6)
spin

Korzystajac z wlasnodci macierzy -: 72 = YoYuY0, MozZemy go zapisa¢ w
postaci
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L = 2o 3 (@0 ) @l )

= S 3 (@ k) () a()°

spin

spin

1
- 5m (a(k)yu(k)) (ut (k)v,) vou(k)) (3.7)
spin
1
= om* Y (a(k)yu(k)) (w (k)r077070u(k))
spin

1

= 5m, ﬂ ’Yﬂu ( (k)%/u(kl))

spin

Przy naszej normalizacji (por. [3])

Zua (k, s)ug(k,s) = (kﬂ% + M)y (3.8)
spin
zatem
1 - _
L;w - §m2 (ua(k,)’YM,aﬁuﬁ(k)) (up(k;)/ylﬂpgua(k,))
spin
1
_ im ’Yuaﬁ%mQ (k™ —|—m)ﬁp 5 (k’575+m) o (3.9)

1
— gTr [% (K™v: +m) vy, (k V5 + m)}

Wiemy, ze dla macierzy v, zachodzi

Tr {+"7"} = 4¢"
wy ot wo vt Ut Vo

Tr {777} =4 (9" 9" — g"°g"" + g""9")

a slad z iloczynu nieparzystej ilosci macierzy -y, jest rowny zeru. Jesli sko-
rzystamy z powyzszych wtasnosci oraz liniowosci sladu, otrzymamy

(3.10)

1 1
Ly = T s KRS + ST {y } m?

8

1 1

2 (gw'gué 9uwv9rs + guégfw) kjk,& + §guum2 (311>
1

=3 (kuk), + k. ki, — gukk' + gum?)
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3.2 Wyliczenie tensora H"”
Zgodnie z (3.3) tensor hadronowy ma postac

19 = MY (a0 u(p) (a(p) T u(r) (312
spin

Najogoélniejsza posta¢ macierzy wierzchotka oddziatywania moze by¢ zbudo-
wana z macierzy 1, v*, o#”, v5 i 75 oraz pedow p,, i pL. Jednak chcemy;,
aby I'* transformowata sie jak wektor, a macierz 5 transformuje sie jak pseu-
dowektor, wiec nie bedziemy jej bra¢ pod uwage. Poniewaz nukleony sa na
powloce masy, liczba niezaleznych wyrazen jest redukowana przez réwnanie
Diraca. Gdy wezmiemy jeszcze pod uwage fakt, ze prad elektromagnetycz-
ny jest zachowany, to okazuje sie, ze macierz wierzchotka mozemy zapisac
z dokladnoscia do dwéch funkeji skalarnych (tzw. czynnikéw postaci), wy-
znaczanych doswiadczalnie. Poniewaz jedyne skalary jakie mozna zbudowaé
zpip,top’ =p% =M ipp,aqg = (p—p?=2M?—2pp, czynniki
postaci zaleza jedynie od ¢?. Spoéréd mozliwych reprezentacji macierzy I'*
my bedziemy korzystaé z

(p+p )"

' = (Fl(qz) + F2(q2)) = oM

Fy(q%) (3.13)

Korzystajac z (3.8) i (3.10), mamy
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Hyw = 502 3 (0 Va(p) (0(p) o)

= { <(F1(q2) + (7)) - F;S\qf)@ +pl)”) VA

8

(@) + F2(¢*) 7 — F;Lj\qj)(p +p’)y) (7 + M)}

VR
—~
o

+
— 7 N o
ro |3
=
[N}

e

L—

(Fi(@®) + Fo(q®)’ Tr {n, (F+ M) v, (7 + M)}
) 2

) 0+ 7), (0 +p), T {4 M) (f + M)

Fy(q?)
2M
Fy(q®

(@) + Fa(q?)) (p+p), Te {7+ M)~ (f + M)} (319)

~—

Fi(¢*) + Fa(q)) (p+p), T {(y+ M)y, (f + M)}

—~

<

+
e
b |
=)

L—

2
(F(¢®) + Fa(q?))” (pupi, — gupt’ + pub), + M?g,)
2) 2

) (p+p), (p+0), (pp + M?)

Fy(q?)
2M
Fy(q?
2M

Fi(¢*) + Fa(q))

—~

(p+p),Mp+p),

~—

— (F(¢*) + F2(d") (p+9),M(p+1),

Jezeli pod p’ wstawimy p’ = p + ¢, to otrzymamy

1
Huu =5 |:(F1(q2) + FQ(q2))2 (Zpupu + (p;Hu +quM) + Guv (M2 - M2 - pQ))
2

2
Fy(q?
+ (7;34 )) (2M? + pq) (4ppy + Gy + 2 (Puty + Do)

By (¢®)
2M

(Fi(¢®) + Fa(q?)) M? (4pupy + Gty + 2 (Pug + puqu))]
(3.15)

Konicowy wynik na H,, zapiszemy w postaci

1 Qulv
H;w = Z (guu - 22 ) (]2 (Fl(q2) + FQ(QQ))

pq Pq F3(q?)
+ (pu - ?qu) (pu —~ ?qu) (Ff(qg) ayveac
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Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze rownos¢ ta jest prawdziwa.

3.3 Wyliczenie L, H"

Tensor leptonowy zadany jest przez® (por. (3.11))

L (kuk, + Kok, — gukk') (3.17)

DO | —

w =

Tensor H,, (3.16) roztozymy na dwie czesci

2 2( 2
q 2 Fy(q e
H = 9 (RGP + F(@) + s (PP = 2@ ) 4 1) = 0+ (o)
(3.18)

gdzie H(q) jest czedcia zawierajaca q,, ¢,. Wiemy, ze ¢, " = ¢, " = 0,
wiec

2
L H,, = " H = % (Fi(q®) + Falg?)® (—2kK)
, M2 (3.19)
— iy A )
+<F1( 4M2q){ Qk:kr]
Gdy pomijamy mase elektronu, to ¢* = (k — k')* = —2kk’, zatem
4 F2 2 M2
0, =T () + R@) + (B - D) [on k) + g
8 4M 4
(3.20)

Wstawiajac L* H,, do wzoru na przekrdj czynny (3.5), mozemy wyliczy¢
inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na pojedynczym nu-
kleonie. R6znica miedzy protonem a neutronem pojawi si¢ w czynnikach po-
staci.

3.4 Gaz Fermiego

Gdy wiemy juz jak liczy¢ przekrdj czynny na rozpraszanie elektronu na poje-
dynczym nukleonie, mozemy uogélni¢ otrzymany rezultat na zderzenie elek-
tronu z jadrem atomowym. Najprodciej jest traktowac jadro jak gaz Fermiego,

6Masa elektronu zostata pominieta.
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czyli przyjac, ze nukleony znajdujg sie w studni potencjatu i nie oddziatu-
ja ze soba. Oczywiscie nie jest to dobre odzwierciedlenie rzeczywistosci, ale
sprawdza sie w roli pierwszego przyblizenia.

Warto zwréci¢ uwage, ze istnieja rézne definicje gazu Fermiego. W na-
szym przypadku nie ma wigkszego znaczenia, ktérg wybierzemy, poniewaz
gtownym celem pracy jest skonfrontowanie wynikow, ktore otrzymamy pro-
wadzac rachunki dla tego samego procesu w roznych bazach. Z tego samego
powodu nie bedziemy tez wnika¢ w szczegoty modelu.

W przypadku swobodnego nukleonu korzystalisémy z faktu, iz znajduje si¢
on na powloce masy, czyli jego energia E; = +/|p]?> + M?2. Energia nukleonu
zwiazanego w jadrze E; jest pomniejszona o energie wiazania B

E;=E,—B=/|p?+ M?-B (3.21)

Z tego wzgledu postaé¢ macierzy wierzchotka oddziatywania I'* (3.13) jest
stuszna tylko dla nukleonéw swobodnych, poniewaz liczba funkcji skalarnych,
od ktorych zalezy I'*, redukowana byta przez réwnanie Diraca. Podobnie spi-
nor Diraca dla nukleonu zwiazanego bedzie rézny od tego, z ktorego korzy-
staliSmy przy liczeniu tensora hadronowego.

W rachunkach uzyjemy przyblizenia, w ktorym spinor Diraca dla nukle-
onu oddzialujacego bedziemy traktowaé jak swobodny oraz wykorzystamy
swobodna posta¢ macierzy wierzchotka oddziatywania, ale energie nukleonu
swobodnego F; w koncowym wzorze na przekrdj czynny zastapimy energia
nukleonu zwigzanego F;.

Liczac przekrdj czynny bedziemy usrednia¢ po mozliwych warto$ciach
pedu nukleonu poczatkowego, pamietajac o tym, ze w stanie podstawowym
obsadzone sg wszystkie pedy do pedu Fermiego pr. W zwiazku z czym roz-
niczkowy przekrdj czynny (por. 3.4)

§(Ef+ FE' — E — E;)L,, H"

do _/ d’p et B 1
dEdQ %ﬂp‘} q* EEfEi (2m)?
60(2 El /1 /27r DF |]7|2
= —a— dcosf dy / d|p|—=L,, H""-
27Tp‘;’:q4 EEf . p 0 P 0 |ﬁ| EZ K
§(E;+F — E-E)
(3.22)

gdzie a = % jest stalg struktury subtelne;j.

Wyrazenie wewnatrz delty Diraca mozemy potraktowaé jak funkcje kata,
zawartego miedzy wektorem pedu nukleonu poczatkowego oraz wektorem
przekazu pedu. W ogolnosci kat ten nie ma zwiagzku z katami, po ktorych
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catkujemy. Jednak, gdy wybierzemy o$ z wzdtuz wektora ¢, staje sie on katem
biegunowym 0,.

5(f(cos,)) = 6(Ey + E' — E— B;) = 5(E’—EZ- _E+ \/ﬁz—i—Mz)
— (B~ B~ B+ G+ @7 A7)

:5(E’—EZ-—E+\/ﬁ2+q2+2|ﬂ|ﬂcosﬁp+M2)

(3.23)
_5(E' E; — E+\/E2 +2|;5]|cj]cos€)
Of(cosb,) |
= ’aTSQ: d(cos b, — cosb,)
gdzie cos B, jest miejscem zerowym funkeji f(cosb,), czyli
E'ZE, — E+ /B2 + @ + 2/j|d] cos,0 = 0
(E+E—E2—E - (3.24)
cos b, =
2|pllq)
Pozostaje nam wyliczy¢ pochodng
0 0 2
fleosty) il _ ol 55

Ocosty, — 2\/ET+ @+ 2plldlcos, Ly

Po zamianie argumentu delty Diraca mozemy wykona¢ catkowanie po dcost,
we wzorze na przekrdj czynny (3.22), pamigtajac, ze po tej operacji cosb,
zadany jest przez (3.24). Wyrazenie na przekrdj czynny przybiera postaé

do 60 Pl
d L SHM .2
dEdQ 27Tqu4|cj] E/ / |Z51 “ (3.26)

gdzie L, H* wynosi (por. (3.20))

D = () + () + (P26 - e ) o) + 2

(3.27)

Aby méc wyliczy¢ przekrdj czynny, pozostaje nam wyznaczyé pk oraz pk’
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pk = E,E—pk (3.28)
pk' = EE —pk' = EiE — pk — §) = E;E' + ||| cos 0, — pk(3.29)

co, jak wida¢, sprowadza sie do obliczenia iloczynu skalarnego ﬁlg Jezeli wy-
bierzemy uktad wspotrzednych jak na rysunku, to

P = |p|(sin b, cos ¢, sin B, sin ¢, cos 6, (3.30)

oraz

k = |k|(0, sin 8, cos 0 ) (3.31)

zatem iloczyn skalarny

Pk = |pl|k|(sin 0 sin 6, sin g, + cos O cos 6,) (3.32)

gdzie cos 0, zadany jest przez (3.24), a cos 6 mozemy wyznaczy¢, korzystajac
zk =k—qoraz k? =k>=m?=0

E? =(k—q)? =k +¢* —2kq=q¢* — 2Eq, + 2|E||q1 cosf, =0
2B(E — E) — ¢ (3.33)
2F|q]

W Scisty sposéb wyliczylismy przekrdj czynny na rozpraszanie elektronu
na pojedynczym nukleonie zwigzanym w jadrze. Rozwazajac rozpraszanie na
jadrze, musimy wzia¢ pod uwage wktad od wszystkich protonéw i neutronéow.
Przekroj czynny bedziemy liczy¢ dla jadra tlenu. Ze wzledu na symetryczny
rozklad nukleonéw (Z = A/2) ped Fermiego bedzie taki sam dla wszystkich
nukleonéw” .

Dla czynnikéw postaci wygodnie jest wprowadzié parametryzacje (por.

[6])

cos ), =

Gp(¢®) + 7Gu(q?)

Fi(q®) = T

(3.34)

oraz

Gu(q®) — Gu(d®)
147

Fy(¢®) = (3.35)

"Dla jader, ktore posiadaja rézna liczbe protonéw i neutronéw, trzeba rozpatrzeé¢ dwa
pedy Fermiego - osobno dla protonéw i neutronéw.
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q2

gdzie 7 = —45. Form factory elektryczny Gp(q®) i magnetyczny G (q?)
wyznaczane sg doswiadczalnie - osobno dla protonu i neutronu. Wynosza dla
protonu

G% (") = Gp(q) Ghy(4®) = mpGplq?) (3.36)

1 dla neutronu

G(q") =0 G (¢*) = mGo(q?) (3.37)
gdzie p, = 2,79 oznacza moment magnetyczny protonu, a p, = —1,91 -
neutronu. Gp(q?) jest zadane przez formute dipolows.

q* -
Gp(@®)=(1- ——+— 3.3
n(q’) < 0,71G€V2> (3:38)

Wykorzystujac Gp(q?), czynniki postaci zapisujemy w postaci
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1+ ppr

F@) = =G (3.39)
1) =B 6n() = T2 Gold?) (3.40)

dla protonu (gdzie K, = p, — 1 jest anomalnym momentem magnetycznym
protonu) oraz

F(q) = {-Gold) (3.41)
B¢ = 77=Cold) (3.42)

dla neutronu.
Inkluzywny przekrdj czynny na rozpraszanie elektronu na jadrze tlenu

jest rowny

do o do vs. [ do (3.43)
dE'dcost /... N dE'dcosf proton dE’dcost / ,...iron '

10

[oe]

T T T I T T T I T T T I T T T I T T T
i
-
o
i
o

10% do/dwdQ (cm’/GeV)

-
Lo vl e

)

O\I\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
o(GeV)

o

Rysunek 1: Inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 1200MeV i kacie rozpraszania
32°. Dane do$wiadczalne zaczerpniete zostaly z prac [8], [9].
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Rysunek 2: Inkluzywny przekrdj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 1080MeV i kacie rozpraszania
32°. Dane do$wiadczalne zaczerpnigte zostaly z prac [8], [9].

w w B
(] o [&)] o
o TTTTTTTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT

N
(&)}

-
)]

i1

10® do/dwdQ (cm*/GeV)
N
o

-
o

Fe
ke
2g
Fe
ngl
e
(!

PRI RSN NI NIRRT RS
0.1 0.2 0.3 0.4

»(GeV)

o

_OA\\\\I\\\':L:L'I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I\\\\A

Rysunek 3: Inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 880MeV i kacie rozpraszania
32°. Dane do$wiadczalne zaczerpniete zostaly z prac [8], [9].
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Rysunek 4: Inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 700MeV i kacie rozpraszania
32°. Dane do$wiadczalne zaczerpnigte zostaly z prac [8], [9].
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Rysunek 5: Inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 730MeV i kacie rozpraszania
37.1°. Dane do$wiadczalne zaczerpniete zostaly z pracy [10].
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Rysunek 6: Inkluzywny przekréj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze
tlenu przy energii padajacego elektronu £ = 537MeV i kacie rozpraszania
37.1°. Dane do$wiadczalne zaczerpniete zostaly z pracy [10].

Wykresy przedstawione na rysunkach (1)-(6) przedstawiaja inkluzywny
przekroj czynny dla rozpraszania elektronu na jadrze tlenu dla réznych ener-
gii elektronu padajacego i katow rozpraszania. Rachunki zostaty wykonane
numerycznie, przy czym przyjalem energie wiazania B = 27MeV oraz ped
Fermiego py = 225MeV .

Wida¢ wyraznie, ze przyblizenie impulsowe jest tym doktadniejsze, im
wigksza jest energia padajacego elektronu. Model sprawdza sie dla niewiel-
kich przekazéw energii w = E — E’. Przy wyzszych wartosciach w widoczne
sa (szczegblnie na wykresach (2) 1 (3) w okolicy w =~ 0,4GeV) piki odzwier-
ciedlajace powstanie rezonansu A, ktorych gaz Fermiego nie odtwarza.

Warto zauwazy¢, ze pik odpowiadajacy rozpraszaniu elastycznemu nie
jest ostry, czego mozna bytoby si¢ spodziewaé, poniewaz w przyblizeniu im-
pulsowym elektron odddziatuje z pojedynczym nukleonem. Latwo sie przeko-
nac, ze szerokosé piku jest zwigzana z rozktadem pedoéw nukleondéw w jadrze.
Kolejnej informacji dostarcza nam potozenie piku, z ktorego mozemy wyzna-
czyC energie wigzania.
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4 Nukleon koncowy w bazie momentu pedu

W tym rozdziale zajmiemy sie wyliczeniem inkluzywnego przekroju czynne-
go na rozpraszanie elektronu na jadrze atomowym, opisujac nukleon wybity
przez funkcje falows, bedaca rozwigzaniem réwnania Diraca w bazie mo-
mentu pedu. Najpierw znajdziemy rozwigzanie ogdlne rownania Diraca dla
czastki w potencjale centralnym. Nastepnie znajdziemy posta¢ funkcji falo-
wej w sytuacji, gdy potencjat jest rowny zeru i wyliczymy dla niej przekroj
czynny.

Wynik koncowy nie moze zaleze¢ od wyboru bazy, stad oczekujemy, ze
rezultat otrzymany w tym rodziale bedzie doktadnie taki sam, jak dla czastki
swobodnej w bazie pedowej.

4.1 Rownanie Diraca z potencjalem centralnym
Hamiltonian dla czgstki masywnej, znajdujacej sie w potencjale centralnym,
zadany jest przez

H = —id¥ + Bm + V(r) (4.1)

gdzie a, # sa macierzami 4x4 i spetniaja

{Ozi, Ozj} = 251] {Oéj,ﬁ} = 0 ﬁQ = 1 (42)

co jest bezposrednig konsekwencjg réwnania E? = p* 4+ m?.
Istnieje wiele sposobow wyboru macierzy a i ( tak, aby spelniaty one
(4.2). My bedziemy pracowaé¢ w reprezentacji Pauliego-Diraca, w ktorej

w-(2%)  (3%)

gdzie o; s3 macierzami Pauliego

(1) wm(U7) a-(1h)

Jak juz bylo wspomniane, szukamy rozwiazania w bazie momentu pedu.
Operator catkowitego momentu J pedu jest sumg orbitalnego Li wewnetrz-

nego S momentu pedu. Kazda sktadowa J dziala tylko na zmienne katowe,
wiec w oczywisty sposob komutuje z kazdym operatorem, dziatajacym na
zmienng radialng. Mamy zatem
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[ﬁ, jk] —0 (4.5)
Rozumiemy przez to, ze hamiltonian jest niezmienniczy wzgledem obrotéw.

Bezposrednio z (4.5) wynika, ze hamiltonian komutuje rowniez z J%. Jako

zbiér zupely komutujacych obserwabli wybierzemy H, J2iJs i szukamy
funkcji falowej ¥ g, ktéra spetnia

Hypjn = Eiiu (4.6)
j2@/)EjM =750+ D)vYgjm (4.7)
jg’QZ)EjM - MwE]M (48)

Poniewaz hamiltonian dziata tylko na czesé¢ radialna, a operator momentu
pedu na czes¢é katowa, wygodnie jest dokonaé sepracji zmiennych i zapisac¢
funkcje falowa w postaci

e [ a0(6.9)
vetri0o0) = JO065 ) 49

4.1.1 Czes¢ katowa

W pierwsze]j kolejnosci zajmiemy si¢ czescia katowa. Wykorzystamy fakt,

ze harmoniki sferyczne Y;" sa funkcjami wlasnymi operatoréow [2iLs o0
wartosciach wlasnych odpowiednio (I 4 1) i m

LY =11+ 1)Y" (4.10)

LY = mY!™ (4.11)

Rozwiazania bedziemy szuka¢ w postaci
aY"
~ / 4.12
o~ (i ) (112)

Operator catkowitego momentu pedu jest sumg orbitalnego momentu pe-
du i spinu. W reprezentacji Pauliego-Diraca ma postac

. . . 1/
E:'FXﬁ—l——(S 2) (4.13)

L
Py

=P

J=L+§=
* 2
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Poréwnujac to z (4.8), otrzymamy

s aY" s 1 aY"\ [ alm+ )Y\ aY]"
/s ( by ) = Lo+ 503) ( by} ) = ( bem' — 1y ) =M oy
(4.14)
Widad, ze jezeli (4.12) mam by¢ stanem wtasnym trzeciej sktadowej ope-

ratora calkowitego momentu pedu, to musi zachodzi¢ m’ = m + 1. Ma wiec

strukture
aY"
(poris ) (415)

i odpowiada wartosci wtasnej M = m + %
Operator spinu komutuje z operatorem orbitalnego momentu pedu, wiec
kwadrat operatora catkowitego momentu pedu (por. (4.13)) jest réwny

A A
= =

J? =1+ S +2LS (4.16)
Z wlasnoéci macierzy Pauliego wynika, ze ()2 = 31, wiec kwadrat operatora

spinu S = 3 - 1. Wartos$¢ wlasng 2LS oznaczmy na razie przez

(0 aY)" s aY/" B aY"
2LS< bY;TH_l ) = L& < bY;n+1 ) = l‘i( bY;TH_l ) (417)

Dla kwadratu catkowitego momentu pedu mozemy teraz zapisaé

(PN (52, s gidy (YT )_ 3\ ( o7
(4.18)

Aby zidentyfikowaé k, zapiszmy L& w jawnej postaci

. Ly Ly —il, Ly L

=( . . . = = A 4.19
’ ( Intily  —Ls ) ( Ly —Ly (4.19)
Jak wiemy, operatory L+ odpowiednio obnizaja lub zwickszaja trzecia skta-
dowa momentu pedu o 1 (por. [7] rozdz. 5)

it

Loll,m) =/ IFm)(Ixm+1)|[l,m+1)=Ce(l,m)|[l,m+1) (4.20)

mamy zatem
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S~

L ( aY! aLsY" + bl Y t!
a m+1 = 7 m 7 m+1
bYl aL+Yl — bLng
B ( amY " +bC_(l,m + 1)Y}" ) _ ( aYp )
N N b

aCy(I,m)Y" ™ —b(m +1)Y ! Y
(4.21)

gdzie C_(I,m + 1) = Cy(I,m) = /(L +m+ 1)( — m). Jezeli (4.15) ma by¢
stanem o dobrze okreslonej wartosci kwadratu momentu pedu, musi zacho-
dzié¢

am +by/U+m+ 1)1 —m) = ka
{ ay/(l+m+1)(—m) —blm+ 1) = kb (4.22)
a(m — k) +by/(L+m+1)(Il —m) =0

Taki uktad rownan ma niezerowe rozwigzanie, jezeli wyznacznik gtowny jest
rowny zeru, czyli

— K VIE+m+1)(1—m)
\/l+m+1 m) —(m+r+1)

=0 (4.24)

—(m—r)m+r+1)—(+m+1)l—-—m)=0

—m? —mk —m+mk+r>+r—CF+im—Im—1+m*+m=0
KA+ rw—1—1=0 (4.25)

(k=DkK+)+K—-1=0

(k—=0DKk+1+1)=0
Mamy dwa rozwigzania k = [ oraz k = —[—1, ktore wigzemy odpowiednio

z ¢1x (por. (4.9)). Wracajac do (4.18) i majac na uwadze (4.7), otrzymujemy
zalezno$é catkowitego momentu pedu z orbitalnym momentem pedu 8

8Pamietajac o tym, ze orbitalny moment pedu [ przyjmuje wartoéci nieujemne, a cal-
kowity moment pedu j =+ %, mamy || =1l oraz |j + 3| =j + 3
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JG+1) =10+1)+3+1 dla k=1
JG+D) =11+ +2-1-1 dla k=-1-1

P+2l+1=52+j+1 dla k=1
l2:j2+j+i dla x=—-1-—
(1+1)?=(j+3)? dla k=1
P=(j+3)? dla k=-1-1

- '—% dla k=1

N j+% dla k=-1-1

(4.26)

7 fizycznego punktu widzenia sytuacja odpowiada dwém mozliwosciom ta-

czenia orbitalnego momentu pedu ze spinem.

Pozostaje nam wyliczy¢ wspotezynniki a i b, co robimy niezaleznie dla ¢

ix.7(4.23) dla k =l mamy

Mm—b+b¢@+m+na—nﬂzoia:bML%%%l

Wybieramy taka normalizacje, ze |a|* + |b]* = 1, wtedy

1 1 20+ 1
l+m+ +b2:b2<1+l+m+ )_b21+ _1

| —

[l —m j———m Jj—M
2A+1 27— 3) 27
-m l+m+1

20+1 20 +1

N+m+1 j——+m+1 j+ M
20+ 1 27— 3) B 2j

Analogicznie dla kK = — — 1 mamy

W+m+”+mm+m+naﬂm:O$azﬁﬂﬁ%£j

[ — l—m 20+ 1
2 2 _ 2 _ 2
l—l—m—l—l+ l+m+1+ l+m+1

a_1—§—1—
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(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)



l 1 1 1 i+ M+ 1
y_ flEmAl jtgtml it M (4.34)
20+1 2(j+3)+1 27 +2
l—m \/l+m+1\/ l—m l—m
a:—b _ = — — — -
Vi+m+1 20+ 1 [+m+1 20+ 1

1 : (4.35)
Jtg—m J—M+1
B 2j +2
Zbierajac powyzsze wyniki, otrzymamy
BV (0, 0)
N 27 jfl )
Gim(F) = (P (4.36)
M +35
By 0, )
oraz
_ [i=M+1 M—3
() = 2 Y”{(H’ ?) (4.37)
XiM JHM+1 Mtﬁ(@ ) '

W ten sposob otrzymalismy ogélne rozwigzania rownania Diraca w po-
tencjale centralnym dla czesci katowej. Pelna funkcja falowa jest réwna (por.

(4.9))

90 0)
Vi (r,0,0) = ( 50(@)@(@) ) G —ZYM*Me ®)
o =i Y09
)yt 6.)
(4.38)

Funkcje g(r) i f(r) zaleza od potencjalu. W nastepnym kroku dokonamy se-
paracji zmiennych, otrzymujac w ten sposéb rownania rézniczkowe na funkcje

g(r) 1 f(r).

4.1.2 Réwnania rézniczkowe na f(r) i g(r)

W celu wyznacznia funkcji g(r) i f(r), wstawimy funkcje falowa (4.38) do
rownania Diraca. Nastepnie dokonamy takich przeksztatcen, ktore doprowa-
dza do separacji czesci radialnej i czesci katowej. Otrzymamy w ten sposob
uktad réwnan rézniczkowych na funckje g(r) i f(r).
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AP + Bmpine + V(1) pinn = Epju (4.39)

Wykorzystujac jawna posta¢ macierz & i # w reprezentacji Pauliego-Diraca
(por. (4.3)), mamy

#6) (r)xsaa (F) = ma(r)osna(F) +Vo(r)ogn(?) = Bg(r)oym() o
(GP)g(r)0s30(7) = i f (r)xgaa (7) + 1V F (r)xgaa(7) = iBF (r)xgu (7)
co zapiszemy w bardziej symetrycznej postaci
i) £ ()0 (7) = (B = m = V() g(r)o07) oy

(FD)g(r)$ina(F) = i (B +m = V() f(r)x;u(F)

Zanim przejdziemy do dalszych rachunkéw, zapiszemy operator pedu w po-
staci

~ ~ 1 [N
p=¢. (& -p)——(€ x L) (4.42)
r
gdzie €, jest wektorem jednostkowym w kierunku promienia €, = g . Bezpo-

srednim rachunkiem mozemy sprawdzi¢, ze powyzsza rownos¢ jest prawdziwa

. 5 Tk » Tk R Tk ~
e X L| = Ejkl7Ll = 6jk17(7“ X p)l = €jk17€zmn7“mpn

J

. (4.43)
k ~ - 2 ~
= (5Jm5kn - 5]n5mk> 7rmpn = Tj(&“ﬁj —Tpj

Po podzieleniu obu stron réwnania przez r i przeniesieniu wyrazen na odpo-

wiednie strony, otrzymamy (4.42). Korzystajac z tej wtanosci, operator (&p)
zapisujemy jako

(GF) = (3E.)(E.F) — %a(a « L) (4.44)

Drugi czton mozemy dodatkowo rozpisaé, korzystajac z wlasnosci macierzy
Pauliego

—, — — = —,

(7A)(3B) = AB +id(A x B) = #(A x B) = iAB —i(¢A)(7B)  (4.45)

ktora jest spetniona dla dowolnych wektorow A'i B. Wobec czego mamy

33



(@9 = (GE)ER) — (&) + (36)(7D) (4.46)

~

Operator (érf) jest tozsamo$ciowo rowny zeru. Mozemy sie latwo o tym
przekonaé, zapisujac go w jawnej postaci

~
= A

(e.L); = L . (r X ﬁ)j = e]lmnpm =0 (4.47)

Co wynika z faktu, iz 1loczyn tensora symetrycznego (r;77) oraz antysymen-
trycznego (€ji,,) jest rowny zeru. Zatem (4.46) sprowadza sie do

(#9) = (56.)(E5) + - (72,) (1) (1.48)

Operator ten dziala na stany postaci f(r)¢;u (7). W takiej sytuacji (&,p)
mozemy zastapi¢ przez —ia%. Aby to pokazaé skorzystamy z wlasnosci czesdci
katowej (por. [5] rozdz. 9.5)

(EV)dim(F) =0 (&V)xyu(i) =0 (4.49)
Mamy wiec

(@:0) (f(r)din (7)) = =i ((&:9) £ () dyua
Tdf( ) ( ) _

>
S~—
@
VR
™
<
3
o,
=
NS
~_
-
o
=
—~
=

(4.50)

Biorgc pod uwage, ze ¢ ¢, nie zalezy od r, operator (c?ﬁ) zapisujemy ostatecz-
nie w postaci

(35) = —z%(&’é}) + %(5@)(53 (4.51)

Wykorzystujac tak zapisany operator w réwnaniach (4.41), otrzymujemy

D ey ()~ 12 62 ) EDm () = (B = m — V(1)) ()
dg(r)

@e)6uF) + L (62) L) oy00() = (B +m — V) F) ()
(4.52)

dr

7, wezesniejszych rozwazan wiemy, ze
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GDxu() = (~5 — DulP) (15
G = (= o) (151

zatem
D Gepem @) + G+ DI G (7) = (B = m — V()6 ()
9 ey (7) + (1~ )2 G260 (7) = (B + m - V() ) xoae(F)

(4.55)

Ostatczenej separacji zmiennych dokonamy, korzystajac z whasnosci (por. [5]

rozd. 9.5)

(7€) xjm(7) = —djn(7) (G€r)din(7) = —x;nm(7) (4.56)
co da nam
LYW e Y g vy e
dr r (4.57)
dg(r) ng(r)
T2+ (1= T2 = (B+m—V() f(r)

gdzie I’ = j + % Jest to ogdlne rozwigzanie, ktore otrzymalismy bez zadnych
zatozen dotyczacych potencjatu (oczywiscie oprécz centralnosci). Aby wyli-
czy¢ funkcje radialne, musimy zadac¢ jego konkretng wartos¢. W nastepnym
podrozdziale wyznaczymy funkcje g(r) i f(r) dla potencjatu V (r) = 0.

4.2 Czastka swobodna
Dla czastki swobodnej réwnania (4.57) przybieraja postaé

df(r)
dr

dg(r)
dr

Struktura jest taka sama jak w przypadku réwnania Schrodingera, wiec ocze-
kujemy, ze funkcje g(r) i f(r) bedzie mozna wyrazi¢ przez funkcje Bessela.

SO FACO N P
r (4.58)

+(1—l’)@:(E+m)f(r)

35



Postepujemy analogicznie jak w mechanice kwantowej. Wprowadzimy funk-
cje pomocnicze

F(r)=rf(r) G(r)=rg(r) (4.59)
Mamy wtedy
PO Lre) - L) - rey = T e
r dr r rdF Tl/ (4.60)
—% — ;F(r) = (E—m)G(r)
M) e + ot - How = EX M pg
r dr r r r r (4.61)
G 1

——G(r)=(E+m)F(r)

dr r
Z réwnania (4.60) wyznaczamy G(r)

1 dF(r) X
“E-m d&r (E- m)TF<T) (462)

G(r) =

i wstawiamy do réwnania (4.61)

1 d*F(r) I dF(r) v
- . F
E—m dr? (E—m)r dr * (E —m)r? (r)
U dAF(r) "

+ F(r)=(E+m)F(r)

(E—m)r dr + (E —m)r?
&F(r)  1?+1 )
- dT2 T2 F(T) =P F(T)

d*F(r —1% =
L <p2+ 7’2_) F(r) =0

(4.63)

OtrzymaliSmy réwnanie rézniczkowe na funkcje F(r). Rozwiazemy je ko-
rzystajac z funkcji Bessela. Ogélnym rozwiazaniem rownania rézniczkowego
typu

d’y 2 i_’ﬂ
@‘F (ﬁ +7)y:0 (4.64)

jest kombinacja funkcji Bessela
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y = MV, (Bz) + Aoz I, (Bx) (4.65)

Poréwnujac réwnanie (4.63) z (4.64) widzimy, ze w naszym przypadku 5 = p
oraz

V=174 +- (4.66)

Musimy pamietac o tym, ze I! = j—l—% > 0, a funkcja Bessela nie jest okreslona
dla v < 0, dlatego rozwiazanie réwnania (4.60) ograniczamy do

E(r) = A/prdp i (or) (4.67)

Funkcje G(r) wyznaczymy korzystajac z wtasnosci funkcji Bessela

dJ, ()
dx

= Jo1(@) = =3,(a) (4.68)

oraz réwnania (4.62)

) U'+3
01 =~ (39 Eee1 07+ (o) = 20 )

S gy M8 N A LD (RS Py N

— N/E+m)\\/_Jl, 1(p7“) \/E+m>\\/_Jz+ (pr)

gdzie | = j — 1. Zgodnie z (4.59) funkcje g(r) i f(r) maja postaé

o(r) = \/m \[ T (or) \/Tmpl(r) (4.70)

f(r) = )\\/;Jl,+;(pr) = AR,y (7) (4.71)

(4.69)
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Stata A wyznaczymy z warunku normalizacji funkcji falowej, ktora przy
tak zadanych funkcjach radialnych jest réwna (por. (4.38))

o 6.5) = —,/gt—zmpm)m(f)) 7o
v (0] ( ARy (1) 01(7) .

Funkcje falowa normujemy do delt Diraca dla cigglych stopni swobody oraz
delt Kroneckera dla dyskretnych

/d3T¢E/j/M/ijM = 5(E/ - E)(Sjj’(SMM’ (473)

Z ortonormalnosci harmonik sferycznych wynika

/ 4065 (Pjar (7) = / Ay () (F) = Gy (4.74)

a z whasnosci funkcji Bessela

/ el (B2)0, () = %5(5/ ) (4.75)

mamy

/’I“ drR ’l

Otrzymujemy w ten sposob réwnanie na A

/ \/7(11+ p?“)\/EJH%(pT) (4.76)
d(p

~p)=Ls(p' - F)

E E E—
)\2(1+ +m):—:>)\:i 2m (4.77)
p p

Zmnak statej c jest tylko kwestia wyboru czynnika fazowego. Ostatecznie unor-
mowania funkcja falowa dla czgstki swobodnej ma postac

B R (1) (7)

VEjm(r, 0, 0) =
g (r,0,¢) /B R (1) ()

(4.78)
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4.3 Tensor hadronowy

W tym rozdziale wyliczymy tensor hadronowy w przypadku, gdy nukleon
poczatkowy jest zadany przez fale ptaska, a nukleon wybity przez funkcje
falowa w bazie momentu pedu (4.78). Rachunki, prowadzace do wzoru na
przekréj czynny (2.51), prowadzilismy w skoniczonej objetosci i musimy wziaé
to pod uwage przy normowaniu funkcji falowej. Dla kuli o promieniu R mamy
(por. [5] rozdz. 9.8)

R 1
/ 7“2d7“|Rpl(7“)|2 = — (4.79)
0 A

gdzie A = %. Stad dobrze unormowana funkcja falowa w skoficzonej objetosci
jest zadana przez

o FEEVARy (N (P) ()
N Eé;rfM\/KRpfl’(T)XjM(f) :<wd°“’"<m) o

Cata informacja o stanach hadronowych zawarta jest w tensorze W+ (2.50)

2

W =" / dBEsE, S(E; + E' — E—E)
(4.81)

Przez Y [ df rozumiemy catkowanie po wszystkich ciaglych stopniach swo-
body oraz sumowanie po dyskretnych. W przypadku funkcji falowej zadanej
przez (4.80) mamy

[ B Dlpe

> [as- > | otpaE; (4.82)

p(E)dFE opisuje liczbe mozliwych stanéw, jakie moze przyjaé czastka w prze-
dziale (F, E 4+ dFE). Aby wyznaczyé p(FE), rozwazmy objetosé dV w prze-
strzeni pedow

4 4

dV = gﬂpg - gﬂ'pi’ (4.83)
gdzie py = \/(E+dE)2— M? a py = VEZ — M2 Na jeden stan pedowy
przypada objetosé (2‘7;)3, zatem

(E)AE = dV—" (4.84)

PR Gy |
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Skad wyznaczamy p(FE)

Voav oV 43 . .
GrpidE ~ rpata T M)RE =

p(E) = 2pE (4.85)

(2m)?

Zatem tensor hadronowy wynosi

2

[ EHEGMI Dlple | 6(Es+E-E-E)

Vv
WHY = dER2E*p i E)——
XMZ/ TP oy

(4.86)

Operator J#(y) mozemy zapisaé jako
JH(Y) = eIV (0)e Y (4.87)

co daje nam

2

V Al = .

v 2 3 . iP —iP —i
e jZM/dEszfprp@ﬂ_)Q /d y<Ef]M|e YJR(0)e Y p)e Y
0(Ey+E —E-E)

4 Py I
=> / dEfQE?prpW / dPy(EpjM |V J#(0)|p)e TTHP)
iM

8(E; + E' — E — E)
(4.88)

Nie wiemy jak operator pedu dziata na stan |EjM), ale mozemy wykorzy-
sta¢ rozktad jedynki w przestrzeni Hilberta i zapisa¢ operator jednostkowy
W postaci

1= 1) s (489)

= o

p7s

Wstawiajac 1 do wyrazenia na WH, otrzymamy
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2
APy (B;j M|1eP7.1(0) |p)e T+

v
Z / dEfQEfpr EIse

-5(Ef+E,—E_Ei)

14 | .
= Z/dEsz]%prpW /d3y Z<Ef]M|p'8')(p's'|e PyJM(O)|p>e F(@+P)
M

p's'

-5(Ef+E,—E_Ei)

\%4 4
-3/ AE 2B}y By s [ S B M) 5|7 O) e T
iM

s’
-5(Ef+E,—E_Ei)

2

y
-y / AE 230y vzam (Epj MIp's'y ('] J(0) p)

-5(Ef+E,—E_Ei)
2

=3 [ 4B By | S B M) 170l

iM s

.8(E;+E — E - E)
(4.90)

gdzie p' = p+q. Taki zabieg umozliwia nam wyliczenie elementu (p's’|J#(0)|p),
w ktorym prad J#(0) identyfikujemy jako I'*. W pierwszej kolejnosci zajmie-
my sie czynnikiem (E;jM|p's’).

Zgodnie z nasza normalizacja fala ptaska, zamknigta w objetosci V', jest
zadana przez

p's’) = M1,
Ey VvV °

(p)e T (4.91)

gdzie spinor Diraca

uo(pl) = %( e ) (4.92)

Mamy zatem
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e AR
<Ef]M|p \/— /d3 |: T_j + ¢d0wn(_>m:| Ps'€
| By + M L
\/_ 2;_ /d3 F) + E, + deown(F)( € )} pge P
Ey+ M | By
\/_ _'_ (ﬁ) + E 4 M¢down( )(_)é'p/)] Ps’

-5 [w; M) + v By = T7)(0)] 4

(4.93)

gdzie €}y jest wektorem jednostkowym w kierunku wektora p', a ¥y /down (D)
zdefiniowane sg przez

) = [ A @er (1.94)
wdownqs") = /dsrwdown(fjeiﬁ,F (495)
Zgodnie z (4.80)
) = (| VAR (1)) (1.96)
@Z)down(r_‘) = - EfQZfM\/KRpfl’(T)XjM(f) (497)

a czesci katowe zadane sa przez (por. (4.36) i (4.37))

\/MYMT%(G, %)
(i) = & Yf*f 00 (4.98)

j—M+1 M—l
J2_7+2 YJ+ 2<97 80)

X]M(TA,> = /it M1 M+
JJ2FJ+J2r Y ? (07 SO)

Ze wzgledu na posta¢ funkeji ¢up/down (7) Wygodnie jest zapisaé fale ptaska
e’ jako sume harmonik sferycznych i funkeji Bessela (por. [5] rozdz. 9.8)

(4.99)
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= DO Rulr) Y ()Y (D) (4.100)

Ty

Takie rozwinigcie pozwala nam wyliczy¢ 1)y, (

Uup(P') = / A1y (PP

(2m) 3/2\/m\rz l'/d TRy (1) dna (7F) Ry (7 )Y’ <)Y?I<AI)
2

)32 B+ M ,
7T f+ \/KZ ! /7’ d’f’Rpfl R/l/< )

P’ 2py

[ao HI Y ()Y ()

; M+% N m* /A m! /A
%Yz (P)Yy" ()Y (p')
(4.101)
W tym miejscu skorzystamy z normalizacji harmonik sferycznych
/ AQY T (F)YT(7) = Gy O (4.102)
mamy zatem
/E + M /
wup f \/72 & / 2dTR'pfl ’l’( )
J+M
J=M~ym/ (o ; w
g—le/ (p )5M+%,m/
2m)32 [Ef + M
= (2m) s \/Zil/'r’Qd'r’Rp (1) Ry (1) (4.103)
p/ 2pf f
MYM*%%’)

_ (277)3/2 E;+ M
P 2ps

VALY (7) / r2drRy,i(r) Ry (r)
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W skonczonej objetosci funkcje R, (r) spetniaja (por. (4.79) i (4.76))
2 lp
rdrRy(r)Ry(r) = AE(SEE (4.104)
Ostatecznie 1,,(p’) zadane jest przez

(2m)3/2 @+M1
Ly VA

W analogiczny sposéb otrzymamy wyrazenie na ¢gouwn(7')

wup(ﬁ) = i ¢jM( /)5Epr/ (4105)

. 2mr)3/2 E—Ml, y
wdown<p> - _< E)f f \/_Z XjM( )5Epr/ (4106)

Wstawiajac otrzymane wyniki do (4.93), dostajemy

1 1 (2n)%2 [ 1 1

W\ 2B, B \2nva
B \/E M\/Ef - MX]M( )(aep )] (ps/éEpr/

(EfjMlp's’) =

i [\/Ep’ + M\/Ef + M‘b;rM(ﬁI)

(4.107)

Wyrazenie na (E;jM|p's’) mozemy uprosci¢, wykorzystujac zaleznosci mie-
dzy czesciami katowymi (4.56)

G ()(58y) = ((Gey)xiar ()" =~ (D) (4.108)

co daje nam

1 (2m)3/? 1 1

(EriMlys) = =S [ i [y )+ )

+¢@wwma—m]%@m%%/ (4.109)

1 A~/
= ﬁj\/’l ;FM@ )903/5Epr,

Wstawmy otrzymany wynik do wzoru na tensor W
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-
Z / dEfQEfpr oE

N1 B, O3 () Y 0w (95| J#(0)|p)

8(E;+ E' — E — E))

(P Zwspsw )Ip)

-5(Ef+E’—E—EZ-)
(4.110)

V
= Z/dEszfpr ) |N1|25EfE/

Poréwnujac (4.76) i (4.79), znajdujemy zwiazek miedzy delta Kroneckera i
deltg Diraca w kuli o promieniu R

05,5, = NS(Ef — Ey) (4.111)

Jezeli wstawimy delte Diraca do wzoru na W czynniki A sie skroca i tensor
nie bedzie zalezal od promienia R. Umozliwia nam to przejscie R — oo i
wykonanie catki po dEf

Z/dEfQEfpr G p ~INLPS(Ey

7)) e (p's'[J(0)p)

8(E;+ E' — E— E))

2

=Z2E?pr< >W1 o Zsospsw \ip)| O(Ey+E — B — E)

iM
(4.112)
Po wykonaniu calki Ey = E,y, czyli czynnik N; wynosi
L @2r)? | 1
Ny = ‘(B + M)+ (B — M
=7 o, \ 0 (B + M) + (Ef — M)]
(4.113)
B (271')3/2 il
vV \/psEy

Wyrazenie na tensor hadronowy upraszcza sie do

W =" 2B E,(2m) V65, (5) D e (9's'|J4(0) |p)
iM s’

2
§(E;+ E' — E—E))

(4.114)
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Pojawiajacy sie spinor ¢y we wzorze na W uniemozliwia nam skorzysta-
nie z formut $ladowych, jak robiliémy to w poprzednim rozdziale. Dlatego
zapiszemy jawnie element (p's’|J#(0)|p) i poszukamy zwigzku z wynikami
otrzymanymi dla fal ptaskich. Przechodzac do notacji macierzowej mamy

(P'1J"(0)|p) = )T u(p)

Vw/EE

/+M E, + M 3 Ps
£ <<P§ ¢SE/iM)70FH( a5 )

Vﬂ/EE \/ oM TP

(4.115)

') zdefiniowane przez (3.13), jest kombinacja macierzy jednostkowych oraz
macierzy Pauliego. Z uwagi na wtasno$¢ macierzy Pauliego

0,05 = 5U]l + iEiijk (4116)

wyrazenie (4.115) zawsze mozna sprowadzi¢ do postaci

(p'|7"(0)|p) = Nog T, (4.117)
gdzie
le (Ep’+M)(Ep+M)
=50 4.11
Ny =3 V\/ B E, (4.118)
v = (A1 + é&)“ (4.119)

Sumowanie po spinie s’ w wyrazeniu na WH* da nam

§(Ef+ E' — E— E))

Z 2FE(E,

= Z 2B E,(21)VANZ ¢, (9o |” 6(Ef + B — E — E;)
j M

V2 INadf () Y wpi o,

(4.120)

Tak jak w poprzednim rozdziale usredniamy po spinie nukleonu poczatkowe-
go
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XPQ'QWWM%§]¢ (0)s|* 8(E; + E' — E — Ey)
:ZEf L (2) VWZZgb PP, 1Y i (§)0(Ef + E' — E — E;)
= ZEpr@w)vW;asj ()1 6501 ()0 (Ey + E' — E — Ey)

QN2 4t (A 5=\ 5=\ .
= 3 BiE,2m)VANGo, () (A1 + BF) (AL + B7) o5

0(E; + E' — E— E)
= > EB,em)VAN O () (A1 + B)" 630()0(Ey + B~ E - E)

iM
=D BB, 2m)VENG 65, (5) (AL 60 (0)0(Ey + E' = B — E)
iM
(4.121)
Ostatnia réwnos¢ wynika z wlasnosci
Zqﬁ D)o () =0 (4.122)

Mozemy to sprawdzic bezposrednlm rachunkiem

gssmain- (Rt (T 0)

(4.123)

W tym miejscu skorzystamy z wtasnosci harmonik sferycznych
(Y70, 9)" = (=1)"Y]"(0, ) (4.124)
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co daje nam

~ ~ j2—M2 1 1M M+1
> @)oo ) = Y o [0 0,0)Y) 2 0, 0)
iM iM J ’ ’
Ml M=% M-1
+ (=D Y TR0, 0)Y) 7 0,9)]
2 2
j% — M? 1 [ ieM M+1
SV )M [V (0, 0)Y ) 0,9)
27 J=3 J—3
M
=Y N0 0.9)]
J 2 2
JjF=M 1 [ hem M+l
=3 )M Y 0.0)Y) L (0.0)
J oM=2 J ’
1
2 2 2
g -M M-1 [\,5—M M+3
FX0 0 Y Y V0.0 )
J M==j
M— M-1
- Yj_% 2(97 QO)YJ_%Q(Q,QD)}

(4.125)

W drugim sumowaniu mozemy zmieni¢ zmienng sumowania M — —M
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J ) 2
. . Jj =M 1 [ kem M4l
> o) =Y Y ()M Y0, 0)Y) 2 (0, )
JM JoM=2 J
_M-1 M—1
- Yj_% 2(97 QO)YJ_%Q(Q,QD)}

M—1 —
- Yj_%Q(Q,QD)Yj_% 2(07S0)}
J 2 2
Jjr—=M 1AM M+l
=3 ()M Y 0,0)Y) 2 (0.0)
JoM=3 J
1 _1
=Y 6,0 0.0)]
J2— M? 1 oM M+1
- Z Z 97 <_1)M 2 [Y;_% (97 @)Y]_é2(9790>
J M=3 J
Mol _1
(4.126)

At At |+ M —% * — M % *
]ZM@M@ s (i) =Z< e (ee) [ (Vee) )

iM
- M—%
: _ MM+
0 - Y, (0.9)
j+ M| m-1 2 j-M | m-1 2
= Y %0 — Y. ,*(6
iM [ 2j i3 (6. ¢) 2j i3 ©.9)

(4.127)

Skorzystamy z wtasnosci harmonik sferycznych zwigzanych z sumowaniem
pom



Otrzymujemy wtedy

Z¢

y P')o3pjn(p ) = Z

i
2j

21

i3

+ — % ;(MJF

= JH520 =)+l jH+520—5)+1
47 27 47

2j

(4.128)

| -0

(4.129)

Oczekujemy, ze tensor WH bedzie zwiazany z tensorem H* (3.3), gdyz
cho¢ pracujemy w innej bazie, to opisujemy ta sama fizyke co w rodziale 3.
Zapiszmy jawnie H*

H

T3

1

SS

= SMEY (i ()T () (i (9T (p)°

1 2E +ME —|—M n

- g I
 1(Ey + M)(E, + M) N

= AT g

. 4 Zws o
1<Ep’+M)(Ep+M) +( qr 5o\ Y

B 4 ngs, (A]I+BU> Oy

1L(Ey + M)(E, + M)

2

1(Ey + M)(E,+ M)

4

(Ey + M)(E, + M)
4

s/

4
A/MV Z st’]]-gos’

s/

o/ Uy E + -
B'* (ps/g'(ps/
S/

AIMV

20

(4.130)




co wynika z whasnosci

> pilp, =2 (4.131)
oraz 8

> ploips =0 (4.132)

Wykorzystujac otrzymang zaleznosé¢ miedzy A" i H* | wyrazenie na tesnor
W (4.121) zapisujemy w postaci

4
ZEf (2m) V2N2(Ef+M)(E 0 H" ¢ 50 (0)djn (9)0(Ep+E'~E—E)
(4.133)
Wspb6tezynnik N} (por. (4.118)) jest réwny
NE = 1e* (Ef+ M)(E,+ M) (4.134)

1v? EE,

zatem

WH = 2HM (2r) Z%M )i (P)O(Ef + E' — E — E;) (4.135)

Przypomnijmy sobie, ze dla fal ptaskich otrzymali$émy wynik

WH = e H"§(E; + E' — E — E) (4.136)

W tej sytuacji okazuje sie, ze sumowanie po j, M prowadzi do rozbieznosci,
o czym tatwo przekonaé sig, korzystajac z wlasnosci harmonik sferycznych
(4.128)
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+ N ) A\ -.j + M M*% 2 j M M+2 2
S oihoti) = 3 | L }

-j+% M——2 1 2

= — ——Y 2
| I P g D -
S e —}mx IV

(4.137)
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5 Podsumowanie

Praca miata na celu przygotowanie do rachunkow DWIA przez obliczenie in-
kluzywnego przekroju czynnego w dwdch bazach. Przy uzyciu bazy momentu
pedu powinnismy otrzymac doktadnie ten sam wynik, co w podejsciu standar-
dowym, gdy czastki swobodne opisujemy falg ptaska. Uzgodnienie normaliza-
cji funkcji falowej jest niezbedne do wykonania kolejnego kroku, modelowania
oddziatywania nukleonu w jadrze przez potencjal Woodsa-Saxona.

Uzyskano niemal catkowita zgodnos¢ wynikéw, za wyjatkiem czynnika
normalizacyjnego, ktéry dla bazy momentu pedu jest formalnie nieskonczo-
noscig. Nieskonczonos¢ moze by¢ zwigzana z subtelnosciami matematyczny-
mi, ktére pojawiajg sie, gdy przechodzimy z przestrzeni dyskretnej do ciggle;j
i vice versa. Musimy rowniez pamietac, ze z jednej strony zamykalisSmy $wiat
w pudle o objetosci V' = L3, a z drugiej w kuli o promieniu R i niewykluczone,
ze tu nalezy szuka¢ rozwiazania problemu.

Praca jest niezbednym punktem wyjscia do dalszych rozwazan. Po tym
jak uda sie znalez¢ rozwigzanie problemu nieskonczonoéci, wynik bedzie moz-
na wykorzysta¢ do obliczenia inkluzywnego przekroju czynnego dla rozpra-
szania elektronu na jadrze w przyblizeniu DWIA, a nastepnie uogélni¢ go na
przypadek neutrin.
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