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Electron scattering from nuclei in the quasielastic
peak region - a Monte Carlo analysis

Abstract

The goal of this work was to develop extension of NuWro neu-
trino generator, called by me ELQEL. This extension allowed
simulation of quasi elastic electron scattering o� nucleus with
the help of procedures already implemented in Nuwro. Simu-
lations were performed for high energy electron beam. I chose
Fermi gas as the model of nucleus and semiclassical cascade
as the model of �nal state interactions. All calculations were
carried out using Monte Carlo method and PWIA approx-
imation. Moreover I compared my results with data from
[24][25]
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1 Wst¦p

Hipoteza istnienia neutrin, bezmasowych, sªabo oddziaªuj¡cych z materi¡
cz¡stek, wysun¡ª w 1930 roku Wolfgang Pauli. Jego zdaniem wyst¦powanie
w przyrodzie takiej cz¡stki wynikaªo z zasady zachowania energii i momentu
p¦du w rozpadzie beta. W cztery lata pó¹niej H. Bethe i Peirls oszacowali
przekrój czynny dla rozpraszania neutrin na nukleonach [13]. W swej pracy
wnioskowali, podobnie jak Pauli, i» nie ma praktycznego sposobu na detekcje
neutrin. Na szcz¦±cie, jak to cz¦sto bywa w �zyce, niemo»liwe staªo si¦
mo»liwe. W 1956 Reins1 i Cowan dzi¦ki zastosowaniu nowatorskiej techniki
eksperymentalnej [20][21] udaªo si¦ zaobserwowa¢2 antyneutrino pochodz¡ce
z reaktora atomowego.

Kolejnym krokiem do±wiadczalnych bada« neutrin byª eksperyment w
kopalni Homestake. Prowadziª go w latach 1967-1995 zespóª pod kierown-
ictwem R. Davisa Jr3. Podczas trwania eksperymentu zarejestrowana liczba
neutrin pochodz¡cych ze Sªo«ca byªa okoªo 3 razy mniejsza ni» oczekiwano.
Do obliczenia posªu»ono si¦ modelem sªo«ca Bahcalla, którego poprawno±¢
zostaªa zwery�kowana w licznych badaniach. Wyst¦powanie tego dziwnego
zjawiska potwierdzono za pomoc¡ detektora Kamiokande (1990) oraz kilku
innych (GALLEX, GNO, SAGE). Od tego czasu zacz¦to u»ywa¢ terminu
�problem neutrin sªonecznych�. Jego rozwi¡zanie przyniósª eksperyment SNO.
Okazaªo si¦, i» neutrina podró»uj¡c w pró»ni lub o±rodku materialnym zmieni-
aj¡ swój zapach. Zjawisko ochrzczono oscylacjami neutrinowymi, gdy» praw-
dopodobie«stwo zmiany zapachu oscyluje w zale»no±ci od odlegªo±ci mi¦dzy
¹ródªem i detektorem.

Koncepcja zmiany zapachu przez neutrina nie byªa nowa - w 1958 tak¡
hipotez¦ wysun¡ª Pontecorvo. Zostaªa ona rozszerzona na przypadek oscyl-
cji w o±rodku materialnym przez Michejewa, Smirnowa oraz Wolfensteina i
weszªa do �zyki pod nazwa efektu MSW.

Chocia» do chwili obecnej przeprowadzono spor¡ liczb¦ eksperymentów
w celu zbadania wªa±ciwo±ci neutrin, nadal wiele aspektów pozostaªo do
rozszczygni¦cia - np. otwart¡ pozostaje kwestia, czy neutrino to cz¡stki
Diraca czy Majorany.

Poniewa» neutrina sªabo oddziaªuj¡ z materi¡ dalszy post¦p w ich poz-
naniu wymaga zwi¦kszenia precyzji pomiarów. Mo»na tego dokona¢ na trzy
sposoby. Pierwszy to zwi¦kszenie rozmiarów detektora - dzi¦ki temu zwi¦k-
szy si¦ caªkowita liczba rejestrowanych zdarze«. Drugi sposób to zwi¦kszenie
intensywno±ci wi¡zki neutrin padaj¡cych na detektor, co prowadzi do wi¦k-

1Nagroda Nobela 1995
2rejestrowano pojedyncze cz¡stki
3Nagrod¡ Nobla 2002 w dziedzinie �zyki za prace nad detekcj¡ neutrin kosmicznych
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szej liczby zdarze« w jednostce czasu. Ostatni sposób to ulepszenie modeli
teoretycznych jadra atomowego. Ma to szczególne znaczenie, gdy» detekcja
elektrycznie oboj¦tnych neutrin odbywa si¦ przez cz¡stki wtórne (powstaªe na
skutek oddziaªywania neutrin z jadrami). Dlatego efekty wewn¡trzj¡drowe
maja znaczny wpªyw na wyniki pomiarów.

Trudno±ci w badaniach neutrin nie wi¡»¡ si¦ tylko z ich detekcj¡. Tak»e
dost¦pne badaczom ¹ródªa neutrin sprawiaj¡ spore problemy. Gªówn¡ prze-
szkod¦ stanowi fakt, i» spektrum energetyczne neutrin na ogóª nie jest mo-
noenergetyczne. Dotyczy to nie tylko ¹ródeª sztucznych (co zrozumiaªe),
ale tak»e sztucznych. Dzieje si¦ tak, poniewa» neutrina produkowane s¡
na drodze rozpadów. Historycznie pierwsze wykryte neutrina pochodziªy z
reaktorów. Jak wiadomo reakcja ªa«cuchowa prowadzi do powstania j¡der z
nadmiarem neutronów (izotopy uranu, plutonu, toru), ulegaj¡cych rozpadowi
beta minus, który wyzwala neutrina o energii rz¦du kilku MeV. Analogicznym
do reaktorów j¡drowych, lecz naturalnym ¹ródªem s¡ mineraªy w skorupie
i pªaszczu Ziemi. Geoneutrina produkowane s¡ tam na drodze rozpadów
beta szeregów promieniotwórczych uranu, toru i potasu. Innym dost¦p-
nym naukowcom ¹ródªem neutrin jest ju» wcze±niej wspominane Sªo«ce.
Neutrina sªoneczne s¡ �produktem ubocznym� cyklu protonowo-protonowego
oraz w¦glowo-tlenowo-azotowego. Ich spektrum energetyczne rozci¡ga si¦ od
0.2MeV do 18.8 MeV. Je±li chodzi o wysokoenergetyczne neutrina (1GeV -
1TeV), to do dyspozycji mamy te pochodz¡ce z atmosfery oraz wytwarzane w
akceleratorach protonowych. W obu przypadkach proces ich powstania prze-
biega podobnie - rozp¦dzony proton4 zderza si¦ z jakim± j¡drem, produkuj¡c
mezony K± i π±, które rozpadaj¡ si¦ na skutek oddziaªywa« sªabych.

Buduj¡c b¡d¹ adaptuj¡c modele teoretyczne j¡der do zada« �zyki neutrin
istnieje konieczno±¢ ich cz¦±ciowego porównania z danymi do±wiadczalnymi.
Niestety w przypadku neutrin pomiary s¡ obarczone du»ymi niepewno±ciami
systematycznymi i statystycznymi. Na szcz¦±cie mo»emy si¦gn¡¢ do wyników
eksperymentów z rozpraszaniem elektronów [16].

Celem tej pracy byªo stworzenie rodzaju programu-nakªadki na gener-
ator zdarze« neutrinowych NuWro. Program ten nazwaªem ELQEL. Jego
zadanie polega na generowaniu zdarze« rozpraszania elastycznego elektronów
na j¡drach atomowych z wykorzystaniem procedur do symulacji efektów
wewn¡trzj¡drowych dost¦pnych w NuWro.

W rozdziale 2 zde�niowaªem czym jest generator zdarze« oraz omówiªem
NuWro i ELQEL. Rozdziaª 3 zawiera omówienie inkluzywnego podwójnie
ró»niczkowego przekroju czynnego dla rozpraszania elastycznego elektronów
na swobodnym nukleonie. Nast¦pny rozdziaª zajmuje opis gazu Fermiego

4w przypadku neutrin atmosferycznych jest to proton pochodzenia kosmicznego
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jako najprostszego modelu j¡dra atomowego oraz kaskady wewn¡trzj¡dro-
wej. Ponadto przedstawione s¡ w nim argumenty za wyborem rozpraszania
elektronów jako metody testowania modeli j¡drowych pod k¡tem �zyki neu-
trin. Rozdziaª 5 stanowi opis dwóch podstawowych algorytmów b¦d¡cych
baz¦ funkcjonowania mojego programu (ELQEL). W rozdziale 6 wyja±niªem
poj¦cie tzw. missing energy oraz sposób tworzenia histogramów. Z kolei
rozdziaª 7 zawiera wynik moich symulacji. Opis instalacji ELQEL zawarªem
w rozdziale 8.
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2 Charakterystyka oprogramowania

2.1 Generatory zdarze« Monte Carlo

Generatory zdarze« (ang. events generators) s¡ powszechnie stosowanym
rodzajem oprogramowania w �zyce j¡drowej i cz¡stek elementarnych. Pier-
wsze tego typu programy powstaªy pod koniec lat 40. w o±rodkach bada-
wczych USA rozwijaj¡cych bro« j¡drow¡.

Zadaniem generatora jest symulacja reakcji mi¦dzy cz¡steczkami. Dane
wynikowe grupowane s¡ w tak zwane zdarzenia (ang. events). Zdarzenie
podzielone jest zazwyczaj na etapy. Na ka»dym etapie obliczenia wykony-
wane s¡ metod¡ Monte Carlo, która sprowadza si¦ do losowania, z zadanym
rozkªadem prawdopodobie«stwa, zmiennych opisuj¡cych przebieg danego pro-
cesu. W pierwszym etapie (zwanym oddziaªywaniem pierwotnym) losowane
s¡ stany pocz¡tkowe. Nast¦pnie na ich podstawie obliczane s¡ stany ko«cowe,
które zostan¡ u»yte w charakterze stanów pocz¡tkowych w kolejnym etapie
(zwanym oddziaªywaniem wtórnym). Pomi¦dzy etapami cz¡stki podlegaj¡
procesowi transportu, czyli propagacji przez o±rodek. Zazwyczaj propagacje
cz¡stek implementuje si¦ jako mechanizm klasyczny - ruch odbywa si¦ w po
klasycznej trajektorii.

Dziaªanie generatora zdarze« dobrze zilustrowa¢ na przykªadzie rozprasza-
nia elektronu na j¡drze w przybli»eniu PWIA. Pierwszy etap (zwany tak»e
oddziaªywaniem w wierzchoªku pierwotnym) symulacji to oddziaªywanie z
pojedynczym nukleonem - losowane s¡ 4-p¦dy pocz¡tkowego elektronu i nuk-
leonu, obliczane s¡ ich 4-p¦dy ko«cowe oraz waga5 caªego zdarzenia. Nast¦p-
nie rozproszony elektron opuszcza swobodnie j¡dro, a nukleon propaguje
klasyczne (MFP) przez nie. Kolejny etap to reakcja nukleonu z pozostaªymi
nukleonami j¡dra. W jej wyniku powstaj¡ wtórne nukleony lub/i piony,
których ruch jest dalej symulowany.

Gdy ju» uzyskamy zbiór zdarze«, na ich podstawie mo»emy sporz¡dzi¢
wykres podwójnie ró»niczkowego przekroju czynnego, histogram rozkªadu
p¦dów i energii cz¡stek itp.

2.2 NuWro

Wrocªawski Generator Zdarze« Neutrinowych �NuWro� zostaª zbudowany w
celu symulacji procesów rozpraszania neutrin wraz z uwzgl¦dnieniem efek-
tów j¡drowych. Jego kod ¹ródªowy zostaª zorganizowany wokóª klasy event,

5 waga - wielko±¢ proporcjonalna do prawdopodobie«stwa zaj±cia okre±lonego zdarzenia;
zazwyczaj waga równa jest wkªadowi jaki zdarzenie wnosi do przekroju czynnego; formuªa
na przekrój czynny uzyskiwana jest na drodze oblicze« kwantowomechnicznych
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reprezentuj¡cej zdarzenie[12]. Poniewa» NuWro jak wi¦kszo±¢ generatorów
wykonuje obliczenia wieloetapowo, dlatego obiekty klasy event posiadaj¡
trzy kontenery na cz¡stki wchodz¡ce, tymczasowe oraz ko«cowe. W kon-
tenerze na cz¡stki wchodz¡ce umieszczane s¡ dane6 o padaj¡cym neutrinie
oraz nukleonie7. Drugi kontener przechowuje informacje o cz¡stkach pow-
staªych po reakcji neutrina z nukleonem. W ostatnim kontenerze umieszc-
zone s¡ dane o cz¡stkach, jakie opu±ciªy j¡dro po uwzgl¦dnieniu efektów
wewn¡trzj¡drowych. Klasa event przechowuje tak»e wag¦ zdarzenie oraz
identy�kator procesu (kanaªu), który przeksztaªca cz¡stki wchodz¡ce na tym-
czasowe. NuWro symuluje nast¦puj¡ce kanaªy oddziaªywa« sªabych:

• rozpraszanie elastyczne lub kwazielastyczne (QE),

• pojedy«cza produkcja pionu (RES),

• rozpraszanie bardziej nieelastyczne (DIS).

Sumuj¡c i u±redniaj¡c wagi zdarze« dla wybranego kanaªu, otrzymamy prze-
krój czynny na reakcje w tym kanale. Gdy z kolei zsumujemy przekroje
czynne dla poszczególnych kanaªów, otrzymamy caªkowity przekrój czynny.

NuWro zostaª napisany w j¦zyku C++ i skonsolidowany z bibliotekami
ROOT oraz PHYTIA. Pierwsza jest wykorzystywana do zapisywania zdarze«
w specjalnym formacie pliku (rozszerzenie .root). Dzi¦ki temu inne pro-
gramy zlinkowane z ROOT po niewielkiej mody�kacji odczytaj¡ dane wygen-
erowane przez NuWro. Ma to szczególne znaczenie, gdy» uªatwia integracj¦
wrocªawskiego generatora z oprogramowaniem do symulacji dziaªania detek-
torów neutrin. Przykªad takiej integracji przedstawiony zostaª w [15]. Druga
biblioteka - PHYTIA - wykorzystywana jest do przeprowadzania fragmentacji
partonów oraz hadronizacji w procesie DIS oraz w pewnych warunkach SPP.
Dziaªanie NuWro przebiega wedªug nast¦puj¡cego schematu [12]:

• Wczytanie pliku params.txt z parametrami symulacji.

• Wylosowanie stanu pocz¡tkowego neutrina zgodnie z pro�lem energety-
cznym wi¡zki.

• Wylosowanie stanu pocz¡tkowego nukleonu zgodnie z wybranym mod-
elem j¡dra.

64-p¦dy, zapach, kod PDG
7 4-p¦d oraz izospin losujemy zgodnie z wybranym modelem jadra - gaz Fermiego,

lokalny gaz Fermiego lub funkcja spektralna
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• Wybranie jednego kanaªu oddziaªywa« sªabych, wykonanie oblicze« i
wypeªnienie kontenera na cz¡stki tymczasowe. Ten etap nazywany jest
oddziaªywaniem w wierzchoªku pierwotnym.

• Wykonanie oblicze« zwi¡zanych z efektami j¡drowymi, wypeªnienie
kontenera na cz¡stki ko«cowe. Ten etap nazywany jest oddziaªywaniem
wtórnym lub oddziaªywaniem w stanie ko«cowym (�nal state interac-
tion - FSI).

• Zapis wyników do plików .root.

2.3 ELQEL

Celem mojej pracy byªo m.in. stworzenie programu do symulacji elastycznego
rozpraszania e-m elektronów na j¡drach atomowych. Nazwaªem go ELQEL.
Stanowi on swego rodzaju nakªadk¦ na NuWro, poniewa» wrocªawski gener-
ator symuluje tylko procesy rozpraszania neutrin/antyneutrin. Mój program
korzysta z cz¦±ci funkcjonalno±ci zawartej w NuWro.

ELQEL wykorzystuje podprogramy NuWro do przetwarzania plików z
parametrami oraz symulacji j¡der atomowych (gaz Fermirgo, kaskada wew-
n¡trzj¡drowa). Symulacja rozpraszanie e-m elektronów przebiega wedªug
schematu:

• Wczytuj¦ plik z parametrami (elparams.txt). Ma on tak¡ sam¡ skªad-
ni¦ i podobn¡ list¦ parametrów, co odpowiadaj¡cy mu funkcjonalnie
params.txt z NuWro. Dlatego do jego odczytu nadaj¡ si¦ procedury
NuWro.

• Za pomoc¡ procedur z NuWro losuj¦ stany pocz¡tkowe cz¡stek. P¦d
wchodz¡cego nukleonu losuj¦ zgodnie z rozkªadem Fermiego-Diraca8.
P¦d elektronu losuj¦ zgodnie z pro�lem wi¡zki

• Na podstawie stanów pocz¡tkowych elektronu i nukleonu obliczam ich
stany ko«cowe, powstaªe w procesie rozpraszania elastycznego. Cz¡stki
w stanach ko«cowych umieszczam w kontenerze na tzw. cz¡stki tym-
czasowe. Etap ten okre±lany jest terminem oddziaªywanie w wierz-
choªku pierwotnym.

• Gdy cz¡stka po opuszczeniu wierzchoªka pierwotnego propaguje przez
j¡dro, mo»e zderzy¢ si¦ z nukleonem. Na skutek tego powstaj¡ wtórne

8caªy program zostaª napisany pod k¡tem najprostszego modelu jadra, czyli gazu Fer-
miego. W modelu tym p¦dy nukleonów opisuje rozkªad Fermi-Diraca (wi¦cej w rozdziale
4.2)
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nukleony i piony, które wchodz¡ w reakcj¦ z pozostaªymi nukleonami.
Tworzy si¦ kaskada wielu cz¡stek. Cz¡stki, które zdoªaªy opu±ci¢ j¡dro,
umieszone zostaj¡ w kontenerze na tzw. cz¡stki ko«cowe.

• Zapisuje zdarzenia w pliku .root.
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3 Rozpraszanie elestyczne elektronów na swo-
bodnym nukleonie

Rozpraszanie cz¡stek to podstawowy sposób ich badania w �zyce wysokich
energii. Wielko±ci¡ opisuj¡c¡ rozpraszanie cz¡stek jest przekrój czynny σ.
W przypadku oddziaªywa« e-m jest on niesko«czony, poniewa» maj¡ one
niesko«czony zasi¦g. Fakt ten poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ zast¡pienia w
obliczeniach przekroju czynnego na podwójny ró»niczkowy przekrój czynny
dσ

dE′dΩ
. W tym rozdziale omówi¦ najprostszy przypadek oddziaªywania e-m

elektronu ze swobodnym nukleonem, jest to proces rozpraszania elastycznego.
Do obliczenia elastycznego inkluzywnego przekroju czynnego dσ

dE′dΩ
(e+N →

e+N) posªu»¦ si¦ rachunkiem zaburze« elektrodynamiki kwantowej. Termin
�inkluzywny� oznacza, »e interesuj¡ nas tylko stany rozproszonego elektronu.
Od strony eksperymentalnej wygl¡da to tak, i» detektor rejestruje elektron,
natomiast ignoruje nukleon.

Jak wiadomo nukleony s¡, w przeciwie«stwie do leptonów, cz¡stkami
zªo»onymi - nale»¡ do rodziny hadronów. Ka»dy hadron tworz¡ trzy kwarki
w stanie zwi¡zanym. Aby poprawnie uwzgl¦dni¢ wpªyw wewn¦trznej struk-
tury, nale»aªoby w ogólno±ci wykorzysta¢ elementy chromodynamiki kwan-
towej lub modelu kwarkowo-partonowego. Na szcz¦±cie istnieje bardziej eko-
nomiczne rozwi¡zanie - tzw. czynników postaci (ang . form factors). Wprowadza
si¦ je, zast¦puj¡c w tensorze hadronowym pr¡d hadronowy eΨ̄γµΨ przez
eΨ̄ΓµΨ . Jako Γµ oznaczam

Γµ =
(
F1(q2) + F2(q2)

)
γµ − (p+ p′)µ

2M
F2(q2) (3.0.1)

Wyniki otrzymane w tym rozdziale posªu»¡ do wyprowadzenia (w rozdziale
4 ) inkluzywnego podwójnie ró»niczkowego przekroju czynnego dla rozprasza-
nia elektronów na caªym j¡drze.

Rysunek 1: Diagram Feynmana dla przypadku pr¡du hadronowego Ψ̄γµΨ

11



Rysunek 2: Diagram Feynmana dla przypadku pr¡du hadronowego w postaci
Ψ̄ΓµΨ

Funkcje skalarne F1(q2) i F2(q2) to tzw. czynniki postaci (ang. form fac-
tors). Wprowadza si¦ je, poniewa» nukleony nie s¡ cz¡stkami punktowymi
oraz posiadaj¡ znacz¡cy anomalny moment magnetyczny. Form faktory s¡
do±wiadczalnie wyznaczane dla protonu i neutronu. Najcz¦±ciej wykorzysty-
wane s¡ form faktory w tzw. postaci dipolowej. W przypadku protonu
de�niuje si¦ je

F p
1 (q2) =

1 + µpτ

1 + τ
GD(q2) (3.0.2)

F p
2 (q2) =

µp − 1

1 + τ
GD(q2) =

κp
1 + τ

GD(q2) (3.0.3)

µp - moment magnetyczny protonu
κp = (µp − 1) - anomalny moment magnetyczny protonu

Natomiast dla neutronu

F n
1 (q2) =

µnτ

1 + τ
GD(q2) (3.0.4)

F n
2 (q2) =

µn
1 + τ

GD(q2) (3.0.5)

τ = − q2

4M2 q − transfer4− pdu
µn - moment magnetyczny neutronu

Wspólny dla obu nukleonów jest czynnik GD(q2)

GD(q2) =

(
1− q2

0, 71GeV 2

)−2

(3.0.6)

W nierelatywistycznej teorii rozpraszania, czynnik postaci F (q) wi¡»e
przekrój czynny dla rozpraszania na obiekcie zªo»onym z przekrojem dla
rozpraszania na obiekcie punktowym:

12



(
dσ
dΩ

)
zªo»ony

=

(
dσ
dΩ

)
punktowy

|F (q)|2 (3.0.7)

Naturaln¡ interpretacj¡ F (q) z wzoru 11.6.23 jest uznanie go za transfor-
macj¦ Fouriera rozkªadu g¦sto±ci materii barionowej wewn¡trz nukleonu.

W przypadku relatywistycznym przekrój czynny wyra»a si¦ przez

dσ
dE ′dΩ

=
e2

(2π)2q4

E ′

EEfEi
LµνH

µνδ(Ef + E ′ − E − Ei)
∣∣∣∣
~p′=~p+~k−~k′

(3.0.8)

gdzie

LµνH
µν =

q4

8

(
F1(q2) + F2(q2)

)2
+

(
F 2

1 (q2)− F 2
2 (q2)

4M2
q2

)[
(pk)(pk′) +

M2

4
q2

]
(3.0.9)

Wyprowadzenie 3.0.8 i 3.0.9 zamie±ciªem w dodatku A1.

4 Model j¡dra

4.1 Rozpraszanie elektronów jako metoda badania mod-
eli j¡drowych

Rozpraszanie elektronów jest nadal jedn¡ z najbardziej efektywnych technik
badania j¡dra atomowego. Z punktu widzenia do±wiadczalnego, technika ta
posiada wiele zalet, które skutkuj¡ dost¦pno±ci¡ du»ej ilo±ci¡ danych ekspery-
mentalnych. Do zalet tych nale»¡:

• Du»e przekroje czynne na oddziaªywanie elektromagnetyczne z nuk-
leonami, a co za tym idzie - wysokie prawdopodobie«stwo �tra�enia w
cel�.

• �atwo±¢ wytwarzania intensywnych wi¡zek elektronów (du»a liczba
zdarze« w jednostce czasu i tym samym krótki czas konieczny do prze-
prowadzenia pomiaru).

• Precyzyjne sterowanie energi¡ padaj¡cych elektronów (poniewa» elek-
trony posiadaj¡ ªadunek elektryczny, mog¡ by¢ przyspieszane/opó¹niane
w polu elektrycznym).
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• Precyzyjne sterowanie zbie»no±ci¡ wi¡zki, mo»liwo±¢ formowania jej w
paczki.

• Dobrze rozwini¦te i dokªadne techniki detekcji elektronów - w prze-
ciwie«stwie do cz¡stek oboj¦tnych elektrycznie, cz¡stki naªadowane
mo»na rejestrowa¢ bezpo±rednio przez promieniowanie Czerenkowa, jo-
nizacje, promieniowanie hamowania, scyntylacje.

Za wyborem rozpraszania elektronów jako techniki badawczej przemaw-
iaj¡ tak»e argumenty natury teoretycznej:

• Oddziaªywanie elektromagnetyczne opisuje QED, która jest teori¡ do-
brze zbadan¡ i potwierdzona eksperymentalnie.

• Staªa sprz¦»enia elektromagnetycznego (α = 1
137

) pozwala na u»ycie w
obliczeniach rozwini¦cia perturbacyjnego macierzy rozpraszania.

• Dost¦pne czynniki postaci dla oddziaªywania elektromagnetycznego elek-
tronów z nukleonami dobrze odzwierciedlaj¡ rzeczywisto±¢ - dysponu-
jemy dobr¡ teori¡ efektywn¡ co sprawia, i» symulacje Monte Carlo
mo»na przeprowadzi¢ w rozs¡dnym czasie.

• Elektron, podobnie jak neutrino, to lepton o maªej masie. Ma to
szczególne znaczenie, gdy za pomoc¡ elektronów testujemy modele j¡drowe
przeznaczone do symulacji neutrinowych.

• Elektron, jak ka»dy lepton, to cz¡stka punktowa, przez co modelowanie
jego reakcji z j¡drem jest znacznie prostsze, ni» zªo»onych z kwarków i
gluonów nukleonów.

4.2 Gaz Fermiego jako model j¡dra

Nierelatywistyczny gaz Fermiego to model nieoddziaªuj¡cych fermionów zam-
kni¦tych w pewnej obj¦to±ci V . Stanowi on, tak jak gaz Bosego, kwantowom-
echaniczny odpowiednik klasycznego gazu doskonaªego.

Gaz Fermiego jest najprostszym modelem pola ±redniego w �zyce nukle-
arnej [12]. Prostota analityczna stanowi dogodn¡ podstaw¦ do oszacowa«
takich wielko±ci, jak energia wi¡zania nukleonu, poprawka powªokowa, en-
ergia symetrii, odlegªo±¢ mi¦dzy poziomami jednocz¡stkowymi [9][2][11]. W
ramach modelu j¡dro rozwa»ane jest jako zªo»one z dwóch idealnych gazów
fermionowych osobno dla protonów i neutronów. Parametrami tego mod-
elu s¡ p¦d Fermiego dla protonów (ppf ) , p¦d Fermiego neutronów (pnf ) oraz
energia wi¡zania B. Ponadto przyjmuje si¦ temperatur¦ gazów T = 0.
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Z rozwa»a« �zyki statystycznej wynika [19], »e w ogólno±ci liczba fermionów
dN w elemencie przestrzeni fazowej gdτ wynosi

dN =
gdτ

exp(E−µ
T

) + 1
=

gd3p · dV
(2π~)3

(
exp(E−µ

T
) + 1

) (4.2.1)

gdzie g to czynnik degeneracji zwi¡zany z wewn¦trznymi stopniami swobody.
Gdy scaªkujemy (4.2.1) po obj¦to±ci9 oraz przejdziemy do sferycznych

wspóªrz¦dnych p¦dowych

dN =
gd3p · V

(2π~)3(exp(E−µ
T

) + 1)
=

gp2dp · V
(2π~)3(exp(E−µ

T
) + 1)

(4.2.2)

Poniewa» przyj¦li±my opis nierelatywistyczny, energia kinetyczna nuk-
leonu dana jest przez E = ~p2

2m

Z tego wynika, »e (4.2.2) mo»na zapisa¢ w postaci

dN =
gV (2m)

3
2

√
EdE

4π2~3(exp(E−µ
T

) + 1)
(4.2.3)

Gdy T → 0 to

µ→ εf (4.2.4)

1

exp(E−µ
T

) + 1
→ Θ(E − µ)→ Θ(E − εf ) (4.2.5)

a g¦sto±¢ liczby cz¡stek jest równa

ρ =
N

V
=
g(2m)

3
2

4π2~3

∫ ∞
0

Θ(E − εf )
√
EdE =

g(2m)
3
2

4π2~3
· 2

3
ε
3
2
f (4.2.6)

Znajomo±¢ g¦sto±ci liczby cz¡stek pozwala wyznaczy¢ energie Fermiego

εf =

(
ρ

6π2~3

2mg

) 2
3

(4.2.7)

oraz p¦d i wektor falowy Fermiego10

9 W tym przypadku caªkowanie sprowadza si¦ do zast¡pienia dV przez V .
10 W jednostkach, w których ~ = 1 nie ma ró»nicy miedzy p¦dem Fermiego i wektorem

falowym Fermiego.
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pf = kf~ =

(
ρ

6π2

g

) 1
3

~ (4.2.8)

Energia Fermiego w przypadku j¡dra atomowego okre±la maksymalna
energi¦ kinetyczna nukleonu.

Ef = Emax
kin =

√
p2
f +M −M ≈

p2
f

2M
(4.2.9)

Dane eksperymentalne wskazuj¡, »e rozkªady g¦sto±ci protonów i neu-
tronów wewn¡trz j¡dra s¡ do siebie zbli»one. Pozwala to na wyra»enie g¦-
sio±ci protonów (ρp) i neutronów (ρn) poprzez caªkowit¡ g¦sto±¢ nukleonów
(ρ = ρp + ρn), liczb¦ protonów (Z), liczb¦ neutronów (N) oraz liczb¦ wszys-
tkich nukleonów (A = Z +N)

ρ =
Z

A
ρ+

N

A
ρ (4.2.10)

⇓

ρp =
Z

A
ρ (4.2.11)

ρn =
N

A
ρ (4.2.12)

⇓

kprotonf =

(
ρ

6π2

2

Z

A

) 1
3

(4.2.13)

kneutronf =

(
ρ

6π2

2

N

A

) 1
3

(4.2.14)

Modele oparte na gazie Fermiego opisuj¡ nieoddziaªuj¡ce cz¡stki, ale w
przypadku j¡der atomowych nale»y uwzgl¦dni¢ fakt zwi¡zania nukleonu. W
najprostszy sposób osi¡ga si¦ to wprowadzaj¡c efektywny potencjaª zwany
energi¡ wi¡zania B. Wtedy energia nukleonu znajduje si¦ poza powªok¡ masy
i wynosi

E =
√
~p2 +M2 −B (4.2.15)
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Rysunek 3: Kula p¦dowa gazu Fermiego

4.3 Przybli»enie impulsowe. Przekrój czynny dla rozprasza-
nia na j¡drze. Kinematyka reakcji

Przybli»enie impulsowe polega na zaªo»eniu, i» wysokoenergetyczne leptony,
uderzaj¡c w j¡dro, oddziaªuj¡ naraz z pojedynczym nukleonem. Tez¦ t¦
mo»na prosto uzasadni¢. Lepton11 oddziaªuje z hadronami poprzez bozon12

posrednicz¡cy o p¦dzie |~q|. Z zasady nieoznaczono±ci Heisenberga wynika, »e
obszar sondowany przez ten bozon ma rozmiar 1/ |~q|. Dla du»ych warto±ci
|~q| w obszarze dziaªania bozonu znajduje sie co najwy»ej jeden nukleon.

Przybli»enie zaªamuje si¦, gdy przekaz p¦du jest maªy, a co za tym idzie
penetrowany przez bozon obszar jest wielko±ci kilku nukleonów. W takiej
sytuacji do uzyskania poprawnych wyników konieczne jest uwzgl¦dnienie
powstaj¡cych w j¡drze klastrów wzbudzonych nukleonów13.

W tej pracy wszystkie obliczenia opieraj¡ si¦ na zaªo»eniu poprawno±ci
przybli»enia impulsowego. Dlatego nale»y spodziewa¢ si¦ rozbie»no±ci miedzy
wynikami symulacji a danymi do±wiadczalnymi, zwªaszcza w obszarze niskich
energii elektronów.

11 Np. neutrino, elektron, mion.
12 W zale»no±ci od oddziaªywania jest to foton, cz¡stka W+, W− lub Z.
13 Lepton jest kolektywnie absorbowany na grupie nukleonów.
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Rysunek 4: Schemat oddziaªywania w przybli»eniu impulsowym. �ródªo [13].

W my±l tych zaªo»e« podwójnie ró»niczkowy przekrój czynny na j¡dro
jest równy nast¦puj¡cej sumie(

dσ
dE ′dΩ

)
caªe j¡dro

=

= Np ·
(

dσ
dE ′dΩ

)
proton w j¡drze

+Nn ·
(

dσ
dE ′dΩ

)
neutron w j¡drze

(4.3.1)

gdzie

(
dσ

dE ′dΩ

)
proton w j¡drze

=

∫
VF

d3p
4
3
πp3

F

e4

q4

E ′

EEf Ẽi

1

(2π)2
δ(Ef + E ′ − E − Ẽi)LµνHµν

(4.3.2)

q = k − k′ = p′ − p
VF - kula Fermiego

E,E′− energia pocz¡tkowa i ko«cowa elektronu
Ei, Ef− energia pocz¡tkowa i ko«cowa nukleonu

Ẽi - energia nukleonu w j¡drze (poza mass shell)
Np - liczba protonów w jadrze

Nn - liczba neutronów

Wzór 4.3.2 przedstawia podwójnie ró»niczkowy przekrój czynny na nuk-
leon znajduj¡cy si¦ w j¡drze.
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Wyra»enie wewn¡trz delty Diraca w 4.3.2 mo»na przedstawi¢ jako funkcj¦
k¡ta f(φ), korzystaj¡c z

δ(f(φ)) =
δ(φ− φ0)

f ′(φ)
(4.3.3)

Rysunek 5: Wektory p¦du pocz¡tkowego i ko«cowego

Zanim jednak wyprowadz¦ jawna posta¢ f(φ), musz¦ wyja±ni¢, który
k¡t oznaczam φ. P¦d pocz¡tkowy elektronu ma staª¡ posta¢ ~k = (0, 0, E).
Tworzy on z p¦dem ko«cowym elektronu ~k′ staªy k¡t rozproszenia θ. Sytuacj¦
t¦ obrazuje rysunek 5. Wida¢ na nim, »e

~k′ = ~κ+ ~∆ (4.3.4)

|~κ| = |~k′| · cos θ (4.3.5)

|~∆| = |~k′| · sin θ (4.3.6)

~κ = k̂ · κ (4.3.7)

~∆ = (∆x,∆y, 0) (4.3.8)

Z kolei na rysunku 6 przedstawiony jest k¡t φ mi¦dzy wektorem ~∆ oraz
~F = (px, py, 0), b¦d¡cy argumentem funkcji f(φ). Wektor ~∆ wi¡»e z ~F
transformacja
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Rysunek 6: Wektor ~∆ i ~F

~∆ = Rz(φ)
~F

|~F |
· |~∆| (4.3.9)

gdzie Rz(φ) to macierz obrotu dookoªa osi z.
Jawn¡ posta¢ f(φ) oraz f ′(φ) wyznaczam nast¦puj¡co

f(φ) = E ′ − Ẽi − E + Ef = E ′ − Ẽi − E +
√

(~p+ ~q)2 +M2 =

= E ′ − Ẽi − E +
√
M2 + ~p2 + ~q2 + 2~p~q =

= E ′ − Ẽi − E +
√
E2
i + ~q2 + 2~p~q =

= E ′ − Ẽi − E +

√
E2
i + ~k2 + ~k′

2
− 2|~k||~k′| cos θ + 2~p~k − 2~p~k′ =

= E ′ − Ẽi − E +

√
E2
i + ~k2 + ~k′

2
− 2|~k||~k′| cos θ + 2~p~k − 2~p~κ− 2|~F ||~∆| cosφ

(4.3.10)

∂f(φ)

∂φ
=
|~F ||~∆| sinφ

Ef
(4.3.11)

Z wzoru 4.3.10 wida¢, »e

Ef =

√
E2
i + ~k2 + ~k′

2
− 2|~k||~k′| cos θ + 2~p~k − 2~p~κ− 2|~F ||~∆| cosφ (4.3.12)

wi¦c

cosφ =
E2
i + E2 + E ′2 − 2EE ′ cos θ + 2~p~k − E2

f − 2~p~κ

2|~F ||~∆|
(4.3.13)
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Poniewa» z zasady zachowania energii wynika, »e Ef = ω + Ei − B to
ostatecznie warunek na miejsce zerowe f(φ) przybiera posta¢

cosφ0 =
E2
i + E2 + E ′2 − 2EE ′ cos θ + 2~p~k − (ω + Ei −B)2 − 2~p~κ

2|~F ||~∆|
(4.3.14)

Korzystaj¡c z wzorów 4.3.10, 4.3.3 oraz 4.3.14, obliczam podwójnie ró»-
niczkowy przekrój czynny

dσ
dE ′dΩ

=

∫
d3p

4
3
πp3

F

e4

q4

E ′

EEfEi

1

(2π)2
δ(Ef + E ′ − E − Ei)LµνHµν

=

∫
d3p

4
3
πp3

F

e4

q4

E ′

EEi

δ(φ− φ0)

(2π)2 · |~F ||~∆| sinφ
LµνH

µν

(4.3.15)

dσ
dE ′d cos θ

=
dσ

dE ′dΩ
· dφ =

∫
d3p

4
3
πp3

F

e4

q4

E ′

EEi

LµνH
µν

(2π)2 · |~F ||~∆| sinφ0

(4.3.16)

=

∫
d3p

6α2

2πp3
F q

4

E ′

EEi

LµνH
µν

|~F ||~∆| sinφ0

(4.3.17)

α = e2

4π
to staªa struktury subtelnej.
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4.4 Kaskada wewn¡trzj¡drowa jako model oddziaªywania
w stanie ko«cowym

Cz¡stki, które powstaj¡ w wierzchoªku pierwotnym, mog¡ wtórnie reagowa¢
z pozostaªymi nukleonami-obserwatorami. W wyniku tych reakcji powstaj¡
kolejne cz¡stki, które podczas swej drogi wewn¡trz j¡dra tak»e wchodz¡ w
interakcje z nukleonami-obserwatorami. Powstaje kaskada, czyli przypomi-
naj¡cy domino ci¡g powi¡zanych reakcji. W NuWro kaskada zostaªa zaim-
plementowana na podstawie artykuªu [22]. Zgodnie z implementacj¡:

• Poªo»enie wierzchoªka oddziaªywania pierwotnego losowane jest
zgodnie z pro�lem g¦sto±ci j¡dra

• Leptony wychodz¡ce z wierzchoªka pierwotnego zawsze opuszczaj¡ swo-
bodnie j¡dro (bez interakcji z nukleonami-obserwatorami), dlatego wª¡-
czenie kaskady nie zmienia inkluzywnego przekroju czynnego. Sprawia
jedynie, »e cz¡stki opuszczaj¡ce j¡dro mog¡ by¢ inne ni» te, które opu-
szczaj¡ wierzchoªek oddziaªywania pierwotnego.

• Nukleony i piony wychodz¡ce z wierzchoªka pierwotnego mog¡ zderza¢
si¦ z nukleonami-obserwatorami. Dochodzi do tzw. oddziaªy-
wania wtórnego.

• Nukleony i piony wychodz¡ce z wierzchoªka wtórnego tak»e wchodz¡ w
reakcje z nukleonami-obserwatorami.

• Cz¡stki wychodz¡ce z jednego wierzchoªka nie mog¡ oddziaªywa¢ z
cz¡stkami wychodz¡cymi z innego wierzchoªka.

• Transport cz¡stek pomi¦dzy zderzeniami z nukleonami odbywa si¦ w
sposób semiklasyczny. Cz¡stka opuszaj¡c wierzchoªek oddziaªywania
porusza si¦ ruchem jednostajnie prostoliniowym w kierunku wskazy-
wanym przez swój wektor p¦du ~p z pr¦dko±ci¡ |~v| = |~p|

E
. Odlegªo±¢14,

jak¡ przebywa d, losowana jest zgodnie z rozkªadem

P (d) = exp

(
−d
λ(E)

)
gdzie λ(E) = 1

ρσtotal(E)
to ±rednia droga swobodna, ρ to g¦sto±¢ ma-

terii j¡drowej, σtotal(E) to caªkowity przekrój czynny na j¡dro, a E
to energia cz¡stki. Je±li reakcja zaszªa w wierzchoªku wtórnym, to
kierunek p¦du (w ukªadzie ±rodka masy) cz¡stek losowany jest zgodnie

14 W ukªadzie laboratoryjnym
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z dσ
dΩ

= A cos4 θ + B cos3 θ + 1. Wspóªczynniki A i B zale»¡ od typu
reakcji15 oraz efektywnej energii kinetycznej16.

Cz¡stka po przebyciu odcinka d wchodzi w reakcje z nukleonem-obserwatorem.
Tworz¡ si¦ nowe cz¡stki, których ruch jest dalej symulowany.

• Je±li energia kinetyczna nukleonu jest mniejsza ni» potencjaª j¡drowy
V = Ef + 7 MeV, to nukleon pozostaje uwi¦ziony w j¡drze.

• Warto±¢ p¦du |~p| nukleonu opuszczaj¡cego j¡dro jest pomniejszana o
warto±¢ |~p|V

E
.

Jak wiadomo, neutrina s¡ oboj¦tne elektrycznie. Ich detekcja odbywa sie
w sposób po±redni - przez detekcj¦ �produktów� reakcji z j¡drami. Mog¡ to
by¢ wybite nukleony, piony, lub fotony promieniowania gamma. Na przykªad
piony mog¡ powstawa¢ zarówno w wyniku oddziaªywania pierwotnego, jak
i wtórnego. Dlatego przy maªej liczbie zdarze« (tak, jak to ma miejsce
w do±wiadczeniach neutrinowych) oddzielenie efektów j¡drowych nastr¦cza
wiele trudno±ci. Zastosowanie kaskady w symulacji to jeden ze sposobów
poradzenia sobie z tym problemem. W generatorze NuWro oraz ELQEL
cz¡stki z wierzchoªów pierwotnych i wtórnych s¡ umieszczane w odr¦bnych
kontenerach, co podczas analizy wyników symulacji pozwala oceni¢ wpªyw
efektów j¡drowych.

15 proton-neutron, proton-proton
16 suma energii kinetycznych obu nukleonów
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5 Generator zdarze« rozpraszania elektronów

W tym rozdziale zawarªem opis algorytmów na których opiera sie mój pro-
gram ELQEL. Algorytmy te swoje dziaªanie opieraj¡ na tym co zostaªo
opisane w rozdziale 3 i 4. Celem przypomnienia warto wspomnie¢ zaªo»e-
nia, na bazie których stworzyªem ELQEL:

• Rozpraszanie zachodzi na skutek oddziaªywania elektromagnetycznego.
Poniewa» oddziaªywanie e-m ma niesko«czony caªkowity przekrój czynny,
wagi zdarze« musz¡ by¢ proporcjonalne do ró»niczkowego przekroju
czynnego. dσ

dE′dΩ
.

• Reakcja elektronu z nukleonem symulowana jest w ramach przybli»e-
nia impulsowego, jednofotonowego i przybli»enia Borna. W literaturze
angloj¦zycznej te trzy warunki okre±lane s¡ terminem PWIA (Plane
Wave Impulse Approximation).

• J¡dro to w przybli»eniu gaz Fermiego w temperaturze T = 0 i staªym
potencjale chemicznym µ = ef .

• Stany pocz¡tkowe elektronu i nukleonu losowane s¡ za pomoc¡ procedur
NuWro.

• Energia nukleonu w j¡drze jest poza powªok¡ masy i wynosi
Ẽi = Ei −B =

√
~p2 +M −B

B - staªa energia wi¡zania

• P¦d Fermiego jest taki sam dla neutronów jak i protonów.

• Kierunek wi¡zki padaj¡cych elektronów to zawsze (0,0,1).

5.1 Algorytm implementuj¡cy gaz Fermiego w NuWro

W gazie Fermiego funkcje falowe cz¡stek to fale pªaskie. Fale te opisuje wek-
tor falowy. Gdy chcemy w generatorze zdarze« wybra¢ stan pocz¡tkowy,
nukleonu musimy wylosowa¢ wektor falowy z tzw. kuli Fermiego. Promie«
tej kuli wyznacza p¦d Fermiego dla danego rodzaju nukleonu. Stany o p¦dzie
wi¦kszym od kf~ s¡ niedost¦pne dla nukleonów. Algorytm u»yty do imple-
mentacji gazu Fermiego w NuWro (klasa target) wygl¡da nast¦puj¡co

1. Z rozkªadem jednorodnym losuje liczb¦ ζ z zakresu [1,A]

2. Je±li ζ ≤ N to kf = kneutronf - czyli wybieram neutron
Je±li ζ > N to kf = kprotonf - czyli wybieram proton

24



3. Losuj¦ z rozkªadem równomiernym trzy liczby ∆x, ∆y , ∆z, ka»d¡ z
zakresu [0,1].
Obliczam skªadowe wektora falowego nukleonu :
kx = (2∆x − 1) · kf
ky = (2∆y − 1) · kf
kz = (2∆z − 1) · kf

4. Je±li
√
k2
x + k2

y + k2
z > kf to wracam do punktu 3

5. Zwracam czterowektor k = (E, kx, ky, kz)

E = |~k|

5.2 Algorytm generowania zdarze«

Trzonem mojego programu jest algorytm caªkowania Monte Carlo za po-
moc¡ którego generuje zdarzenia rozpraszania elektronów. Dane wej±ciowe
przyjmuje to:

• Energia wi¡zania nukleonu w jadrze B (domy±lnie 27 MeV),

• P¦d Fermiego pf (domy±lnie 225 MeV),

• Pro�l energetyczny wi¡zki (domy±lnie monoenergetyczna)

• Kierunek padaj¡cej wi¡zki elektronów - zawsze (0, 0, 1),

• K¡t rozproszenia θ,

• Liczba protonów w j¡drze Np,

• Liczba neutronów w j¡drze Nn,

• Liczba zdarze« N ( N ≡ number of events).

Algorytm MC jest wykonywany w 3 etapach.

Etap I Inicjalizacja

1. Tworz¦ obiekt treeout klasy TTree - stanowi on kontener na wszystkie
zdarzenia

2. Tworze obiekt dsigma nucleus klasy TH1D - reprezentuje on histogram
przekroju czynnego na j¡dro

dsigma nucleus - przekrój czynny na j¡dro
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Etap II P¦tla po N zdarzeniach (wykonuj¦ number of events powtórze«)

1. Losuj¦ 4-p¦d17 elektronu k za pomoc¡ obiektu klasy beam. Poniewa»
wi¡zka ma kierunek (0, 0 ,1) to czterowektor k = (E, 0, 0, E)

2. Losuj¦ 4-p¦d nukleonu p za pomoc¡ obiektu klasy target

p = (Ei, ~p)
Ei =

√
~p2 +M

3. Losuj¦ transfer energii ω z zakresu (0,E)

4. Za pomoc¡ funkcji calcCosPhi obliczam cosφ ze wzoru 4.3.14

5. Je±li (cosφ)2 > 1, to wracam do podpunktu 1.

6. Tworz¦ obiekt klasy event

7. Dodaj¦ obiekty reprezentuj¡ce elektron i nukleon do puli cz¡stek wej±-
ciowych zawartych w obiekcie klasy event

8. Obliczam:
energi¦ ko«cow¡ elektronu E ′ = E − ω
energi¦ ko«cow¡ nukleonu Ef = ω + Ei −B

9. Obliczam wielko±ci z wzorów 4.3.4 - 4.3.8 w odpowiedniej kolejno±ci

10. Obliczam wektor ~∆ (wzór 4.3.9)

11. Obliczam 4-p¦d ko«cowy elektronu
k′ = (E ′, ~κ+ ~∆)

12. Obliczam transfer 4-p¦du
q = k − k′

13. Obliczam 4-p¦d ko«cowy nukleonu
p′ = q + p

14. Obliczam iloczyny skalarne 4-p¦dów p · k oraz p · k′

15. Obliczam kontrakcj¦ LµνHµν (w zale»no±ci, czy w podpunkcie 1 wylosowany
zostaª proton b¡d¹ neutron, wybieram odpowiedni zestaw czynników
postaci)

17 Tak naprawd¦ tworz¦ obiekt klasy particle, który reprezentuje cz¡stk¦ o okre±lonym
4-p¦dzie, masie i kodzie PDG; klasa particle dziedziczy z klasy vect; klasa vect imple-
mentuje algebr¦ 4-wektorów.
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16. Obliczam wag¦ zdarzenia (funkcja dsigma) ze wzoru18 :

d3p 6α2

2πp3F q
4
E′

EEi

LµνHµν

|~F ||~∆| sinφ0
× 3.8935 · 10−22 · 1033

gdzie d3p = 4
3
πp3

f

17. Przemna»am wag¦ zdarzenia przez Np lub Nn w zale»no±ci od rodzaju
wylosowanego nukleonu

18. Dodaj¦ obiekty reprezentuj¡ce elektron i nukleon w stanie ko«cowym
do puli cz¡stek tymczasowych (sªu»y do tego klasa event)

19. Wag¦ zdarzenia wrzucam do histogramu dsigma nucleus

20. Dodaj¦ obiekt klasy event do drzewa zdarze«

21. Wykonuj¦ procedur¦ kaskadaevent19. Za jej pomoc¡ generowane s¡
cz¡stki wtórne zgodnie z opisem w rozdziale 4.4. Wygenerowane cz¡stki
umieszczane s¡ w kontenerze na cz¡stki ko«cowe.

Etap III Zapis wyników symulacji

1. Normalizuj histogram
dsigma nucleus->Scale(norm)

gdzie:

norm = E
N ·dω

dω - szeroko±¢ binu histogramu

2. Zapisuj¦ histogramy i drzewo zdarze« do pliku rootowskiego

6 Tworzenie histogramów

�rodowisko ROOT nie normalizuje automatycznie histogramów dlatego trzeba
zrobi¢ to samemu. W tym celu musimy wyznaczy¢ staª¡ normalizacyjn¡
która wi¡»e wysko±¢ przedzialu histogramu z sum¡ wag¡ zdarze« nale»¡cych
do tego przedziaªu.

18 Pochodzenie czynnika 3.8935 · 10−22 · 1033 zostaªo wyja±nione w dodatku B.
19 Procedura ta zawarta jest w NuWro.
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6.1 Normalizacja histogramu dσ
d cos θedE′

Zauwa»my, »e dσ
d cos θe

da si¦ wyrazi¢ przez ±redni¡ po wagach zdarze«

dσ
d cos θe

=

∫ E′max

E′min

dσ
d cos θedE ′

dE ′ =

∑N
j=1 wj

N
Ẽ ′ = 〈w〉 Ẽ ′ (6.1.1)

W powy»szym wzorze Ẽ ′ = E ′max−E ′min to szeroko±¢ obszaru caªkowania po
E ′, N to liczba zdarze« a wj to waga zdarzenia j.

Z drugiej strony caªk¦ z 6.1.1 mo»na zapisac jako sum¦ po przedziaªach
(binach) histogramu∫ E′max

E′min

dσ
d cos θedE ′

dE ′ =
n∑
b

hb · δẼ ′ (6.1.2)

Przez δẼ ′ oznaczam staª¡ szeroko±¢ przedziaªu histogramu, przez n = Ẽ′

δẼ′

liczb¦ przedziaªów, a przez hb sum¦ wag20 w przedziale b. W ±rodowisku
ROOT wysoko±¢ przedziaªu histogramów nie jest normalizowana, dlatego
musimy znale¹¢ staª¡ normalizacyjn¡ C dla hb

hb =
zdarzenia z b∑

j

wj · C (6.1.3)

n∑
b=1

hb =
n∑
b

(
zdarzenia z b∑

j

wj

)
· C =

N∑
j=1

wj · C (6.1.4)

Staª¡ normalizacji wyznaczamy z warunku

n∑
b

hb · δẼ ′ =
∑N

j=1wj

N
Ẽ ′ (6.1.5)

Korzystaj¡c z 6.1.10 otrzymujemy

hb · δẼ ′ =
zdarzenia z b∑

j

wj
N
Ẽ ′ (6.1.6)

⇓
20Innymi sªowy hb to suma odpowiedniego podci¡gu z ci¡gu {wj}Nj=1.
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hb =
zdarzenia z b∑

j

wj

δẼ ′ ·N
Ẽ ′ (6.1.7)

⇓

C =
Ẽ ′

δẼ ′ ·N
(6.1.8)

Aby sprawdzi¢ poprawno±¢ wyznaczenia C, wykonujemy caªk¦

∫ E′max

E′min

dσ
d cos θedE ′

dE ′ =
n∑
b

hb · δẼ ′ =
N∑
j

(
wj

δẼ ′ ·N
Ẽ ′
)
· δẼ ′ =

=
N∑
j=1

wj
N
Ẽ ′ =

dσ
d cos θe

(6.1.9)

W celu pozbycia si¦ wszelkich w¡tpliwo±ci co do normalizacji zaªó»my, »e
ROOT jednak normalizuje histogramy. Wtedy

h̃b =
zdarzenia z b∑

j

wj
Nb

(6.1.10)

gdzieNb oznaczam liczb¦ zdarze« które �wpadªy� do przedziaªu b. Poniewa»
w metodzie Monte Carlo liczenia przekroju czynnego u»yªem próbkowania
prostego, wi¦c prawdopodobie«stwo tra�enia zdarzenia do ka»dego przedzi-
aªu jest takie samo. Dlatego ∀b : Nb = N

n
.

W takim wypadku dla caªki z lewej strony wzoru 6.1.2 zachodzi równo±¢

∫ E′max

E′min

dσ
d cos θedE ′

dE ′ =
n∑
b

h̃b · δẼ ′ =δẼ ′
N∑
j

wj
Nb

= δẼ ′
N∑
j

wj
n

N
=

= δẼ ′
N∑
j

wj
Ẽ ′

N · δẼ ′
= 〈w〉 Ẽ ′

(6.1.11)

Od razu wida¢, »e

C =
1

Nb

=
n

N
=

Ẽ ′

N · δẼ ′
(6.1.12)
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6.2 Normalizacja histogramu dσ
d cos θpd cos θedEm

Aby porówna¢ histogram dσ
d cos θpd cos θedEm

z rezultatami z pracy [25], musz¦

najpierw go znormalizowa¢ w specjalny spsób. Z [25] wynika, »e warunek
normalizacji to∫ 1

−1

d cos θp

∫ 150MeV

0

dEm
dσ

d cos θpd cos θedEm
=

∫ E′2=585MeV

E′1=545MeV

dσ
d cos θedE ′

dE ′

(6.2.1)
Dla prawej strony powy»eszego równania zachodzi

N1 =

∫ E′2

E′1

dσ
d cos θedE ′

dE ′ =
∑
b̃

hb·δẼ ′ =
∑
b̃

zdarzenia z b̃∑
j

wj
Nb

 Ẽ ′

n
=
Ẽ ′

N

∑
j

wj

∣∣∣∣E′2
E′1

(6.2.2)
Przez b̃ oznaczam te przedziaªy histogramu, w których E ′1 ≤ E ′ ≤ E ′2, nato-
miast przez ∑

j

wj

∣∣∣∣E′2
E′1

=
∑
b̃

zdarzenia z b̃∑
j

wj
Nb

 (6.2.3)

sum¦ wag zdarze« z tych przedziaªów. Reszta oznacze« ma identyczne znacze-
nie, jak w poprednim podrozdziale.

Teraz warunek normalizacji wyra»a si¦ przez

∫ 1

−1

d cos θp

∫ 150MeV

0

dEm
dσ

d cos θpd cos θedEm
=
Ẽ ′

N

∑
j

wj

∣∣∣∣E′2
E′1

= N1 (6.2.4)

Jego speªnienie wymaga, aby wysoko±¢ dwuwymiarowego histogramu Hc,e, w
obrza»e o rozmiarze [∆cos θp ]× [∆Em ] wyznaczonym przez indeksy c i e, byªa
dana wzorem

Hc,e =
dσ

d cos θpd cos θedEm

∣∣∣∣Em=const

cos θp=const

=
N1

∆cos θp∆Em

∑
j wj|c,e∑

c,e

∑
j wj|c,e

(6.2.5)

Przez
∑

j wj

∣∣∣∣
c,e

rozumiem sum¦ wag zdarze«, które nale»¡ do obszaru (c,e).

Wykonanie caªki
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∫ 1

−1

d cos θp

∫ 150MeV

0

dEm
dσ

d cos θpd cos θedEm
=
∑
c,e

Hc,e∆cos θp∆Em =

=
∑
c,e

N1

∑
j wj|c,e∑

c,e

∑
j wj|c,e

= N1

(6.2.6)

potwierdza porawno±¢ normalizacji

6.3 Missing energy

Missing energy (zagubiona energia) to wielko±¢ u»ywana do opisu zderze«
cz¡stek elementarnych z j¡drami w przypadku, gdy warunki eksperymentu
nie pozwalaj¡ rejestrowa¢ wszystkich cz¡stek w stanie ko«cowym.

Gdy w danym eksperymencie jeste±my w stanie rejestrowa¢ tylko elektron
i proton, a j¡dro potraktujemy jak spoczywaj¡c¡ �czarn¡ puszk¦�, to prawa
zachowania energii i p¦du maj¡ posta¢

~k = ~k′ + ~p′ + ~pX ⇒ ~pX = ~k − ~k′ − ~p′ (6.3.1)

E +MA = E ′ + Ep′ + EX ⇒ EX = E +MA − E ′ − Ep′ (6.3.2)

gdzie

MA - masa j¡dra
E,E′− energia pocz¡tkowa i ko«cowa elektronu
~k, ~k′− p¦d pocz¡tkowy i ko«cowy elektronu

Ep′ , ~p′− energia pocz¡tkowa i p¦d pocz¡tkowy protonu
EX , ~pX - sumaryczna energia i p¦d pozostaªych nierejestrowanych cz¡stek

Gdy poza protonem i elektronem w stanie ko«cowym nie ma innych
cz¡stek (np. pionów), to EX jest energi¡ j¡dra powstaªego po zderzeniu
j¡dra, a ~pX to jego p¦d.

Missing energy (albo inaczej mas¡ niezmiennicza ukªadu cz¡stek w stanie
ko«cowym) de�niuje wzór, gdzie M to masa protonu, a M∗ to masa j¡dra
powstaªego po zderzeniu

Em = M +

√
E2
X + ~pX

2 −MA = M +M∗ −MA (6.3.3)
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Kiedy nie traktujemy j¡dra jako �czarnej skrzynki�, tylko jako gaz Fer-
miego i nie uwzgl¦dniamy wpªywu kaskady (tzn. ograniczamy si¦ do PWIA)
to otrzymujemy

~k + ~p = ~k′ + ~p′ (6.3.4)

E + Ep −B = E ′ + Ep. (6.3.5)

gdzie ~p to p¦d pocz¡tkowy protonu, Ep to jego energia pocz¡tkowa, a B
energia wi¡zania protonu w j¡drze. Porownuj¡c wzory 6.3.1 i 6.3.2 z 6.3.4
oraz 6.3.5 widzimy, »e

~pX = −~p (6.3.6)

EX = B − Ep +MA (6.3.7)

Uwzgl¦dnienie dziaªania kaskady wewn¡trzj¡drowej przy tworzeniu his-

togramu d3
σ

d cos θpd cos θedEm
rodzi problem gdy w stanach ko«cowych jest wiecej

ni» jeden proton (piony oraz neutrony nie stanowi¡ problemu gdy» ekspery-
ment opisany [25] jest na nie nieczuªy ). Mo»na go rozwi¡za¢ licz¡c Em dla
ka»dego protonu osobno (a nie tylko raz dla caªego zdarzenia).

7 Wyniki symulacji. Weri�kacja poprawno±ci
dziaªania ELQEL

W tej cz¦±ci pracy przedstawiªem porównanie wyników uzyskanych za po-
moc¡ mojego programu ELQEL z tymi przedstawionymi w artykuªach [25][24].
Pozwala to oceni¢ implementacj¦ kaskady zawartej w NuWro oraz algorytmu
przedstawionego w podrozdziale 5.2.

Wszystkie wykresy w tej pracy zostaªy wykonane za pomoc¡ ±rodowiska
ROOT. Do ich stworzenia wykorzystaªem dane z pliku zawieraj¡cego zdarzenia,
które zestawiªem z danymi wyekstrahowanymi za pomoc¡ programu MathViz
z wykresów zawartych we wspomnianych artykuªach.

7.1 Reakcje inkluzywne (e,e')

Wykresy od 7. do 10. stanowi¡ porównanie obliczonego przez mój pro-
gram inkluzywnego przekroju czynnego dσ

dE′dΩe
z wynikami zawartymi w

[25]. Wida¢ na nich, »e linia opowiadaj¡ca moim wynikom pokrywa si¦ z
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lini¡ dopasowan¡21 przez autorów artykuªu. Fakt ten dowodzi poprawno±ci
implementacji przeze mnie algorytmu liczenia dσ

dE′dΩe
.

Do podobnego wniosku prowadzi tak»e analiza wykresów od 11. do 20.
chocia» wida¢ na nich rozbie»no±ci miedzy tym co otrzymaªem ja, a rezul-
tatami z pracy [24]. Ró»nice maja charakter ilo±ciowy - nale»aªo si¦ tego
spodziewa¢, zwa»ywszy »e autorzy [24] wykorzystali lokalny gaz Fermiego22

ze sferycznie symetrycznym potencjaªem23, a ja zwykªy gaz Fermiego ze staª¡
energia wi¡zania. Uzyskane przez mnie rozkªady s¡ skoncentrowane na nieco
mniejszym przedziale, maj¡ wi¦ksz¡ warto±¢ maksimum oraz nieco prze-
suni¦te maksimum. Swoje rozkªady znormalizowaªem do pola powierzchni
odpowiednich rozkªadów z [24].
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Rysunek 7: Inkluzywny przekrój dσ
dE′dΩe

dla rozpraszania na 12C w funkcji
energii rozproszonego elektronu. K¡t rozproszenia elektronu θe = 50.4; en-
ergia padaj¡cego elektronu E = 779.5 MeV; p¦d Fermiego kf = 215MeV ,
energia wi¡zania nukleonu B = 28 MeV; Moje wyniki - linia ciagªa; �t - l.
kropkowana; dane eksperymentalne - symbol *

21 Autorzy dopasowali krzyw¡ analityczn¡, reprezentuj¡c¡ inkluzywny przekrój czynny
dla gazu Fermiego, do pewnego wycinka swoich danych do±wiadczalnych (energia rozpros-
zonego elektronu 545 MeV < E' < 585 MeV).

22 W lokalnym gazie Fermiego p¦d Fermiego kf (r, ρ(r)) dla nukleonów zale»y od pªo»enia
w j¡drze r i lokalnej g¦sto±ci ρ(r).

23 Energia nukleonu w j¡drze dana jest wzorem Ep =
√
~p2 +M2 + V (r, kf (r)).
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Rysunek 8: Inkluzywny przekrój dσ
dE′dΩe

dla rozpraszania na aluminium 27Al;
E = 779.5; θe = 50.4 ;kf = 234MeV ; B = 28 MeV
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Rysunek 9: Inkluzywny przekrój dσ
dE′dΩe

dla rozpraszania na niklu 58Ni; E =
779.5; θe = 50.4 ;kf = 237MeV ; B = 29 MeV
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Rysunek 10: Inkluzywny przekrój dσ
dE′dΩe

dla rozpraszania na tantalu 181Ta;
E = 779.5; θe = 50.4 ;kf = 264MeV ; B = 37 MeV

Entries  1562774
Mean    1.547

 [GeV]
e

p
0 1 2 3 4 5 6

N
u

m
b

er
 o

f 
ev

en
ts

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Entries  1562774
Mean    1.547

 = 1.04 GeV  E = 2.015GeV2Q

Rysunek 11: Liczba zdarze« (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 12C
w zale»no±ci od p¦du elektronu ko«cowego pe. Energia padaj¡cych elek-
tronów E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24];
czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 12: Liczba zdarze« (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 12C
w zale»no±ci od p¦du ko«cowego protonu p'. Energia padaj¡cych elektronów
E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona
linia - moje wyniki
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Rysunek 13: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
rozproszenia elektronu θe. Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV
przy Q2 = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje
wyniki
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Rysunek 14: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
rozproszenia protonu θp. Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV przy
Q2 = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 15: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
φep. K¡t ten zawarty jest mi¦dzy pªaszczyzn¡ ~k × ~k′ a ~p′ × ~k, gdzie ~k, ~k′ to
p¦d ko«cowy i pocz¡tkowy elektronu, a ~p′ to p¦d ko«cowy protonu. Energia
padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV. Czarna linia -
wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 16: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od p¦du
elektronu ko«cowego pe. Energia padaj¡cych elektronów E = 5.12 GeV przy
Q2 = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 17: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od p¦du
ko«cowego protonu p'. Energia padaj¡cych elektronów E = 5.12 GeV przy
Q2 = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 18: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
rozproszenia elektronu θe. Energia padaj¡cych elektronów E = 5.12 GeV przy
Q2 = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 19: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
rozproszenia protonu θp. Energia padaj¡cych elektronów E = 5.12 GeV przy
Q2 = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 20: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od
k¡ta φep. Energia padaj¡cych elektronów E = 5.12 GeV przy Q2 = 6.77 GeV.
Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki

7.2 K¡t rozproszenia nukleonu

W przypadku, gdy zaªo»ymy staª¡ warto±¢ k¡ta rozproszenia elektronu θe
oraz zerow¡ warto±¢ p¦du pocz¡tkowego nukleonu ~p = 0, k¡t rozproszenia
nukleonu θp jest staªy i wyra»a sie przez θe. T¡ sytuacj¦ kinematyczn¡ ilus-
truje rysunek 21.

Zgodnie z zasad¡ zachowania energii oraz p¦du

E +M = E ′ + Ef (7.2.1)

~k = ~k′ + ~p′ ⇒ ~p′ = ~q (7.2.2)

gdzie M to masa nukleonu, a pozostaªe symbole maja takie same znaczenie
jak w 4.3.1 oraz na stronie 64.

Poniewa» masa spoczynkowa wysokoenergetycznych elektronów jest zanied-
bywalna, to

(k − k′)2 = q2 ≈ −2kk′ = −4EE ′ sin2

(
θe
2

)
(7.2.3)

Z drugiej strony
q2 = ω2 − ~q2 (7.2.4)

Poniewa» ~p = 0 to 4-p¦d ko«cowy jest w posta¢

p′ = (M + ω, ~q) (7.2.5)

Rozpisuj¡c p′2 = M uzyskujemy

p′2 = (M + ω)2 − ~q2 = M (7.2.6)
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Rysunek 21: Kinematyka rozpraszania elektronu na spoczywaj¡cym nuk-
leonie

⇓
M2 + ω2 + 2Mω − ~q2 = M2

⇓
2Mω = ~q2 − ω2 (7.2.7)

Gdy skorzystamy z ω2 − ~q2 = −4EE ′ sin2
(
θe
2

)
oraz ω = E − E ′

to otrzymamy

− 2Mω = −4EE ′ sin2

(
θe
2

)
(7.2.8)

a nast¦pnie

ME = E ′
(

2E sin2

(
θe
2

)
+M

)
(7.2.9)

E ′ =
ME

2E sin2
(
θe
2

)
+M

(7.2.10)

P¦d pocz¡tkowy elektronu ma posta¢ ~k = (0, 0, E), dlatego zasada zachowa-
nia p¦du dla skªadowej p¦du prostopadªej do ẑ wyra»a

|~k′| sin θe = −|~p′| sin θp = −|~q′| sin θp (7.2.11)

Ostatecznie

sin θp = −|
~k′|
|~q|

sin θe

∣∣∣∣
~p=0

(7.2.12)
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Znajomo±¢ k¡ta θe dla przypadku ~p = 0 pozwala sprawdzi¢, czy imple-
mentacja kinematyki, w której ~p 6= 0, jest poprawna. W sytuacji realistycznej
k¡t rozproszenia θp nie jest staªy, pomimo »e θe = const, dlatego funkcja
F (cos θp)

24

F (cos θp) =

∫ EMAX
m

0

dσ
d cos θpd cos θedE ′

dE ′ =
dσ

d cos θpd cos θe

∣∣∣∣θe=const
0<Em<EMAX

m

(7.2.13)
powinna mie¢ maksimum dla θp obliczonego na podstawie wzoru 7.2.12.

Wykresy 22.-25. przedstawiaj¡ przebieg F (cos θp) dla przypadkuEMAX
m =

150 MeV zarówno z uwzgl¦dnieniem wpªywu kaskady, jak i z jego pomini¦-
ciem, natomiast wykresy 26.-29. prezentuj¡ sytuacj¦, gdy EMAX

m = 200 MeV.
Na wy»ej wymienionych wykresach wida¢, »e pole pod krzyw¡ reprezentu-
j¡c¡ przebieg F (cos θp) z uwzgl¦dnieniem dziaªania kaskady jest mniejsze
w wypadku, gdy EMAX

m = 150 MeV. Dzieje si¦ tak, poniewa» ogranicze-
nie warto±ci Em na tym poziomie skutkuje pomini¦ciem zdarze« ze znaczn¡
liczb¡ pionów25 w stanie ko«cowym. Wªa±nie dlatego autorzy [25] przy bada-
niu reakcji (e,ep') rozpatrywali zdarzenia z przedziaªu 0 < Em < 150 MeV.
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Rysunek 22: Funkcja F (cos θp) dla 12C i 0 < Em < 150 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]

24 Funkcja F (cos θp) to przekrój czynny dla rozpraszania na jadrze atomowym
wycaªkowany po Em w granicach od zera do EMAX

m .
25 Masa π0 to 134.95 MeV, a π± to 139.57 MeV.
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Rysunek 23: Funkcja F (cos θp) dla 27Al i 0 < Em < 150 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 24: Funkcja F (cos θp) dla 58Ni i 0 < Em < 150 MeV . Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 25: Funkcja F (cos θp) dla 181Ta i 0 < Em < 150 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 26: Funkcja F (cos θp) dla 12C i 0 < Em < 200 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 27: Funkcja F (cos θp) dla 27Al i 0 < Em < 200 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 28: Funkcja F (cos θp) dla 58Ni i 0 < Em < 200 MeV . Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]
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Rysunek 29: Funkcja F (cos θp) dla 181Ta i 0 < Em < 200 MeV. Maksimum
wst¦puje dla cos(49.25o) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpni¦te z [25]

7.3 Reakcje (e,e'p)

W przypadku typu (e,e'p) otrzymane przez mnie wyniki znacz¡co ró»ni¡ si¦
od danych z [25] i [24].

Wykresy 30. do 33. przedstawiaj¡ przebieg dσ
dEmdΩedΩp

w funkcji tzw.

missing energy26. Przy obliczeniach posªu»yªem si¦ tym samym algoryt-
mem, jakiego u»yªem do liczenia dσ

dE′dΩe
z t¡ ró»nic¡, »e z pliku ze zdarzeni-

ami wydzieliªem tylko zdarzenia o okre±lonym k¡cie rozproszenia protonu27

i dopiero na ich podstawie oraz danych z [25] wykonaªem wykresy. Proce-
dur¦ t¦ przeprowadziªem zarówno dla przypadku uwzgl¦dniaj¡cego oddziaªy-
wanie w stanie ko«cowym (PWIA + kaskada), jak i bez oddziaªywania (sama
PWIA).

Z kolei na wykresach od 34. do 39. przedstawiªem rozkªad obserwabli
zwi¡zanych z protonem takich jak k¡t rozproszenia θp, p¦d, k¡t φep. Po anal-
izie wszystkich wykresów dotycz¡cych reakcji (e,e'p) doszedªem do wniosków:

• Kaskada w miar¦ dobrze odtwarza rozkªady k¡tów rozproszenia pro-
tonu θp i φep (wykresy 36. do 39.). Ponadto, tak jak nale»aªo si¦
spodziewa¢, rozkªady te s¡ bardziej rozmyte w przypadku, gdy uwzgl¦d-
nia si¦ wpªyw kaskady. Wyja±nienie tego faktu jest proste - cz¡stki pow-
staªe w kaskadzie �rozszerzaj¡� dost¦pn¡ dla ukªadu przestrze« fazow¡
(ukªad ma mo»liwo±¢ obsadzenia wi¦kszej ilo±ci stanów) i tym samym
poszerzaj¡ przedziaªy dozwolonych katów θp i φep.

26 Patrz podrozdziaª 6.3.
27 Wi¦cej o tworzeniu histogramów - rozdziaª 6
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• Uzyskane przeze mnie rozkªady p¦du ko«cowego protonu (wykres 34. i
35.) jako±ciowo i ilo±ciowo odbiegaj¡ od tych z pracy [24]. Wskazuje to,
i» algorytm kaskady w zbyt uproszczony sposób symuluje zachowanie
protonu w j¡drze.

• Wyznaczony przeze mnie przebieg dσ
dEmdΩedΩp

na wykresach 30. - 33.

ró»ni si¦ od wyników z [25] - jest to spowodowane niedostatkami gazu
Fermiego jako modelu j¡dra atomowego, który nie jest w stanie odt-
worzy¢ struktury poziomów energetycznych nuklidu. Wraz ze wzrostem
k¡ta rozproszenia protonu θp rozbie»no±ci narastaj¡. Co wi¦cej, pole
pod krzyw¡ reprezentuj¡c¡ moje obliczenia jest ró»ne od tego pod
krzyw¡ wyznaczon¡ w [25].

• Rozbie»no±ci zwi¦kszaj¡ si¦ wraz ze wzrostem masy nuklidu, na którym
zachodzi rozpraszanie. Dotyczy to tak»e reakcji typu (e,e').
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Rysunek 30: Przekrój dσ
dE′dΩedΩp

w funkcji Em dla 12C . Energia wi¡zki elek-

tronów to 779.5 MeV, k¡t rozproszenia elektronu θe = 50.4, k¡t rozproszenia
protonu θp. Linia niebieska - PWIA , linia czerwona - PWIA + kaskada, linia
czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 31: Przekrój dσ
dE′dΩedΩp

w funkcji Em dla 27Al. Energia wi¡zki

elektronów to 779.5 MeV, k¡t rozproszenia protonu elektronu θe = 50.4, k¡t
rozproszenia protonu θp. Linia niebieska - PWIA , linia czerwona - PWIA +
kaskada, linia czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 32: Przekrój dσ
dE′dΩedΩp

w funkcji Em dla 58Ni. Energia wi¡zki

elektronów to 779.5 MeV, k¡t rozproszenia protonu elektronu θe = 50.4, k¡t
rozproszenia protonu θp. Linia niebieska - PWIA , linia czerwona - PWIA +
kaskada, linia czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 33: Przekrój dσ
dE′dΩedΩp

w funkcji Em dla 181Ta. Energia wi¡zki elek-

tronów to 779.5 MeV, k¡t rozproszenia elektronu θe = 50.4, k¡t rozproszenia
protonu θp. Lewy wykres - kaskada; prawy - PWIA. Linia przerywana - moje
wyniki , linia ci¡gªa - wyniki z [25]
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Rysunek 34: Liczba zdarze« (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 12C
w zale»no±ci od p¦du ko«cowego protonu p'. Energia padaj¡cych elektronów
E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV. Lewy wykres - PWIA; prawy - kaskada.
Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 35: Liczba zdarze« (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie
197Au w zale»no±ci od p¦du ko«cowego protonu p'. Energia padaj¡cych elek-
tronów E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV. Lewy wykres - PWIA; prawy -
kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 36: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
rozproszenia protonu θp . Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV przy
Q2 = 1.04 GeV. P¦d ko«cowy protonu p′ ∈ [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres
- PWIA; prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje
wyniki
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Rysunek 37: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 12C w zale»no±ci od k¡ta
φep . Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04 GeV.
P¦d ko«cowy protonu p′ ∈ [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres - PWIA; prawy
- kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 38: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 197Au w zale»no±ci od
k¡ta rozproszenia protonu θp . Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV
przy Q2 = 1.04 GeV. P¦d ko«cowy protonu p′ ∈ [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy
wykres - PWIA; prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia
- moje wyniki
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Rysunek 39: Liczba zdarze« rozproszenia na atomie 197Au w zale»no±ci od
k¡ta φep . Energia padaj¡cych elektronów E = 2.015 GeV przy Q2 = 1.04
GeV. P¦d ko«cowy protonu p′ ∈ [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres - PWIA;
prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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8 Instalacja i u»ytkowanie ELQEL

ELQEL jest dodatkiem/nakªadk¡ do nieco zmody�kowanego kodu »rodªowego
NuWro. Z tego powodu procedura jego kompilacji jest identyczna z t¡
opisan¡ w [18]. Po zako«czeniu procesu kompilacji powstan¡ cztery pliki
wykonywalne el qel, analiza.garino, analiza.N1N2, analiza.ysg.

Interfejs u»ytkownika el qel, jest prawie identyczny z tym oferowanym
przez NuWro i opisanym w [18]. Tym, co odró»nia mój program (z perspek-
tywy u»ytkownika) jest nazwa domy±lnego pliku wej±ciowego (el params.txt)
oraz wynikowego (el events.root). W pliku el params.txt zapisane s¡
parametry wspólne dla wszystkich symulacji

Do kodu ¹ródªowego doªaczyªem skrypty powªoki systemowej (w tym
przypadku jest to powªoka bash). Wywoªuj¡ one wy»ej wymienione pliki
wykonywalne w celu wygenerowania wykresów zamieszczonych w tej pracy.
Skryptami tymi s¡:

• garino.sh - tworzy on wykresy 7 - 10 na podstawie pliku ze zdarzeni-
ami oraz danych z [25],

• N1N2.sh - tworzy on wykresy 30 - 33 na podstawie pliku ze zdarzeniami
oraz danych z [25],

• ysg.sh - tworzy on wykresy 11 - 15 oraz 34 - 39 na podstawie pliku ze
zdarzeniami oraz danych z [24].
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9 Podsumowanie

Celem tej rozprawy byªo stworzenie programu pozwalaj¡cego symulowa¢ roz-
praszanie elektronów na j¡drze atomowym z pomoc¡ NuWro. Program ten
pozwoliª u»y¢ wyników eksperymentów elektronowych do przetestowania gazu
Fermiego i kaskady wewn¡trzj¡drowej pod k¡tem �zyki neutrin. Wybór
danych do±wiadczalnych dla elektronów jako punktu odniesienia spowodowany
byª faktem »e, eksperymenty neutrinowe s¡ nadal obarczone du»¡ niepewno±-
ci¡ pomiarow¡.

Wyniki numeryczne uzyskaªem metod¡ Monte Carlo, korzystaj¡c z przy-
bli»enia PWIA jako modelu oddziaªywania z nukleonem j¡dra, gazu Fer-
miego jako modlu j¡dra, oraz kaskady jako modelu oddziaªywania w stanie
ko«cowym (oddziaªywania wtórnego).

O ile chodzi o reakcje (e,e'), to otrzymane rezultaty s¡ co najmniej zad-
owalaj¡ce. Z jednej strony otrzymane przez mnie rozkªady θp, φep, pe kore-
sponduj¡ z rezultatami symulacji uzyskanymi przez autorów [24]. Z drugiej

strony przebieg dσ
dE′dΩe

w znacznym stopniu pokrywaja si¦ z danymi do±wiad-

czalnymi z [25] - w szczególno±ci odtwarza pierwsze maksimum kwazielesty-
czne.

Moje symulacje reakcji (e,e'p) daªy wyniki odbiegaj¡ce od tych zawartych

w [25] i [24]. W przypadku dσ
dEmdΩedΩp

rozbie»no±ci z danym do±wiadczalnymi

zawartymi w [25] tªumacz¡ wspomniane niedostatki modelu (gaz Fermirgo
+ PWIA + kaskada). Natomiast ró»nice rozkªadów θp, φep, p′ nale»y wi¡za¢
z faktem, i» wykorzystany w NuWro algorytm kaskady, stworzony w ko«cu
lat 50., w zbyt uproszczony sposób odtwarza zachowanie cz¡stek wewn¡trz
j¡dra.

Na wykresach przestawiaj¡cych przekroje czynne dla obu rodzajów reakcji
zauwa»alne jest zwi¦kszanie si¦ rozbie»no±ci wraz ze wzrostem masy nuklidu
na którym zachodzi rozpraszanie. Wi¡za¢ to nale»y z faktem, »e proton po
opuszczeniu j¡dra nadal oddziaªuje z nim elektromagnetycznie. Siªa oddzia-
ªywania jest tym wi¦ksza im wi¦ksza jest liczba atomowa nuklidu - niestety
u»yte przez mnie przybli»enie PWIA nie przewiduje takiej sytuacji.

Program pod wzgl¦dem formalnym wydaje si¦ poprawny - a to byªo celem
pracy magisterskiej. U»ycie go z funkcj¡ spektraln¡ zamiast gazu Fermiego
oraz lepsz¡ kaskad¡ wewn¡trzj¡drow¡ powinno poprawi¢ zgodno±¢ z danymi
z pracy [25].
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10 Dodatek A. �rodowisko ROOT

Root to rozbudowane ±rodowisko wspieraj¡ce pisanie niezale»nych od sys-
temu operacyjnego programów do analizy danych. Powstaªo w CERN-ie
na potrzeby �zyki wysokich energii, jednak»e z powodzeniem stosuje si¦
je w astronomii oraz eksploracji danych (data mining). Caªe ±rodowisko
jest udost¦pniane na zasadach licencji LGPL28. Zezwalaja ona na swobodn¡
mody�kacj¦ caªo±ci kodu ¹ródªowego i pó¹niejsz¡ publikacje zmienionej wer-
sji.

Celem autorów byªo stworzenie zestawu narz¦dzi pozwalaj¡cych oper-
owa¢ na du»ych zbiorach danych. Ma to szczególne znaczenie przy tworzeniu
oprogramowania na potrzeby eksperymentów, jak LHC (przewiduj¦ si¦, »e
podczas eksperymentu dane b¦d¡ generowane z pr¦dko±ci¡ 100TB/s), ICE-
CUBE, BaBar, COMPASS, DZERO, H1, ZEUS.

Z mo»liwo±ci, jakie oferuje Root, mo»emy skorzysta¢ na trzy sposoby.
Pierwszy polega na poddaniu bibliotek wchodz¡cych w jego skªad konsoli-
dacji z skompilowanym programem u»ytkownika. Alternatywna metoda to
u»ycie interpretera j¦zyka C++ o nazwie CINT29, który pozwala na ª¡czenie
kodu interpretowanego ze skompilowanym. Praca z interpreterem w du»ej
mierze przypomina prac¦ z programami takimi, jak MathLab, Octave lub
GnuPlot. Na wypadek, gdyby interpreter CINT nie przypadª nam do gustu,
Root zostaª wyposa»ony w biblioteki PyROOT oraz libRuby, b¦d¡ce inter-
facem (ª¡cznikiem) dla zewn¦trznych interpreterów j¦zyka Python i Ruby.

Jako »e caªe ±rodowisko to narz¦dzie przede wszystkim dla �zyków, po-
siada ono bogate mo»liwo±ci wizualizacji danych. Dost¦pne s¡ np. wykresy
jednowymiarowe (klasa TGraph i pochodne), jednowymiarowe z zaznaczonymi
niepewno±ciami (TGraphErrors), dwuwymiarowe (TGraph2D,
TGraph2DErrors), biegunowe (TGraphPolar) oraz histogramy jedno-, dwu-
i trójwymiarowe (klasy pochodne od TH1, TH2, TH3).

Instancja klasy reprezentuj¡cej wykres lub histogram sªu»y nie tylko do
wizualizacji danych, ale te» do ich analizy. Do analizy zawartych w wykre-
sach i histogramach zbiorów danych zaimplementowano metody obliczaj¡ce
±redni¡ warto±¢ (Tgraph::GetMean,TH1::GetMean) , odchylenie standard-
owe (Tgraph::GetRMS, TH1::GetRMS) sko±no±¢ (TH1::GetSkewness), kur-
toz¦ (TH1:Kurtozis), wspóªczynnik korelacji (Tgraph::CorrelationFactor),
kowariancj¦ (Tgraph::GetCovariance), transformacje Fouriera (TH1::FFT)
oraz przeprowadzaj¡ce test Koªmogorowa i χ2 ( TH1::KolmogorovTest, TH1::Chi2Test).

28 LGPL - GNU Lesser General Public License - pomniejsza ogólna powszechna licencja
GNU.

29 Iterpreter CINT uruchamiamy w systemach rodziny Unix poleceniem root, a w sys-
temie Windows root.exe.
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Ponadto Root oferuje kilka technik aproksymacyjnych - minimalizacja statystyki
χ2, technik¦ najwi¦kszej wiarygodno±ci (TH1::Fit),
aproksymacj¦ ±redniokwadratow¡ ( u»yta w Tgraph::LeastSquareFit)
oraz sie¢ neuronow¡, zwan¡ perceptronem wielowarstwowym (klasa
TMultiLayerPerceptron).

Tym co wyró»nia ±rodowisko Root na tle innych bibliotek do analizy
danych, jest rozbudowany mechanizm serializacji. Przez serializacje rozu-
miem proces przeksztaªcaj¡cy obiekty w szereg bajtów w celu zachowania
ich aktualnego stanu. Tak przetworzony obiekt mo»emy zapisa¢ w pliku
lub przesªa¢ sieci¡ do innego komputera. Wi¦kszo±¢ klas wchodz¡cych w
skªad ±rodowiska mo»e zosta¢ poddana serializacji. Do przechowywania seri-
alizowanych instancji klas sªu»y specjalny format pliku (pliki posiadaj¡ w
nazwie rozszerzenie .root). Sw¡ struktur¡ przypomina on system plików
Uniksa - poddane serializacji obiekty s¡ pogrupowane w katalogi i podkata-
logi

Ponad to Root oferuje:

• bibliotek¦ do budowania gra�cznego interfejsu u»ytkownika (opart¡ na
bibliotece Qt),

• bibliotek¦ wizualizacji trójwymiarowej, opart¡ na OpenGL,

• bibliotek¦ algebry macierzy i czterowektorów,

• funkcje do manipulacji i zapisywania plików gra�cznych,

• bibliotek¦ kontenerów30

• narz¦dzia do rozproszonego przetwarzania danych.

11 Dodatek A1. Uzupeªnienie do rozdziaªu 3

11.1 Obraz oddziaªywania a ewolucja czasowa ukªadu

Podstawowym problemem w obliczaniu prawdopodobie«stwa zaj±cia jakiego±
procesu w ramach kwantowej teorii pola jest to, i» z formalnego punktu

30Kontener (lub inaczej pojemnik, ang. container, collection) to struktura danych, której
zadaniem jest przechowywanie w zorganizowany sposób zbioru danych (np. obiektów).
Najprostszym kontenerem, oferowanym przez wi¦kszo±¢ j¦zyków, jest tablica. Kontener
umo»liwia operacje dost¦pu, w tym dodawanie, usuwanie i wyszukiwanie danej (obiektu) w
kontenerze. W zale»no±ci od przyj¦tej organizacji, ró»ne kontenery ró»ni¡ si¦ wydajno±ci¡
poszczególnych operacji. Bardziej zªo»one kontenery charakteryzowa¢ mo»e specy�czna
organizacja przechowywanych danych lub istnienie dodatkowych operacji do manipulowa-
nia zawarto±ci¡.
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widzenia zarówno czªony swobodne lagran»janów i hamiltonianów, jak równie»
te zwi¡zane z oddziaªywaniem, wyra»aj¡ si¦ poprzez pola swobodne. Dlatego
najdogoniejszym sformuªowaniem opisu ewolucji ukªadów w ramach rachunku
zaburze« wydaje si¦ obraz oddziaªywania (patrz: (13.0.16) i (13.0.16)), w
którym operatory ewoluuj¡ zgodnie z równaniami dla pól swobodnych31, a
stany - z równaniem maj¡cym form¦ równania Schroedingera (13.0.20).

11.2 Operator i szereg Dysona

Aby opisa¢ ewolucj¦ czasow¡ stanu pomi¦dzy chwilami t1 i t2 w obrazie od-
dziaªywania

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1) |Φ(x, t1)〉I (11.2.1)

potrzebujemy operatora speªniaj¡cego warunki dla operatora ewolucji cza-
sowej (unitarno±¢, zachowanie przyczynowo±ci itd.), jakie speªniaj¡ Û(t2, t1) i
Û0(t2, t1) - zde�niowane w dodatku C przez odpowiednio (13.0.10), (13.0.11),
(13.0.16) oraz (13.0.17). Operator taki, nazywany w literaturze operatorem
Dysona[3], mo»e by¢ zapisany jako pewien iloczyn Û(t2, t1) oraz Û0(t2, t1).
Korzystaj¡c z (13.0.11) i (13.0.17) mamy

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1)Û †0(t1, t0) |Φ(x, t1)〉S (11.2.2)

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1)Û †0(t1, t0)Û(t1, t0) |Φ(x, t0)〉S

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1)Û †0(t1, t0)Û(t1, t0)Û(t0, t2) |Φ(x, t2)〉S

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1)Û †0(t1, t0)Û(t1, t2) |Φ(x, t2)〉S

|Φ(x, t2)〉I = V̂ (t2, t1)Û †0(t1, t0)Û(t1, t2)Û0(t2, t0) |Φ(x, t2)〉I (11.2.3)

Z (11.2.3) oraz z zaªo»enia o unitarno±ci V̂ (t2, t1) oczywistym wnioskiem
jest, i»

V̂ (t2, t1) = Û †0(t2, t0)Û †(t1, t2)Û0(t1, t0) (11.2.4)

= Û †0(t2, t0)Û(t2, t1)Û0(t1, t0)

31 Patrz: Dodatek C

59



W przypadku, gdy mamy do czynienia z ukªadem izolowanym, w którym
energia jest zachowana, to ewolucja takiego systemu musi by¢ niezmien-
nicza w czasie; operatory ewolucji musz¡ by¢ niezmiennicze na translacj¦
czasow¡32. Implikuje to, i»:

V̂ (t2, t1) = V̂ (t2 − t0, t1 − t0) = Û †0(t2 − t0, 0)U(t2 − t0, t1 − t0)Û0(t1 − t0, 0)
(11.2.5)

= Û †0(t2, 0)Û(t2 − t1, 0)Û0(t1, 0) = Û †0(t2)Û(t2 − t1)Û0(t1) (11.2.6)

Ró»niczkuj¡c teraz (11.2.1) wzgl¦dem t2 otrzymujemy równanie ró»niczkowe
dla V̂ (t2, t1)

i∂t2V̂ (t2, t1) = HI
I (t2)V̂ (t2, t1) (11.2.7)

Caªkuj¡c powy»sze równanie przy warunku pocz¡tkowym

V̂ (t0, t0) = 1

otrzymamy równanie caªkowe typu Volterry

V̂ (t, t0) = 1− i
∫ t

t0

dt
′
HI
I (t
′
)V̂ (t

′
, t0) (11.2.8)

które mo»na rozwi¡za¢ iteracyjnie

V̂ (t, t0) = 1− i
∫ t

t0

dt1H
I
I (t1) (11.2.9)

...+ (−i)2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt1H
I
I (t1)HI

I (t2)

...+ (−i)n
∫ t

t0

dt1....

∫ tn−1

t0

dtnH
I
I (t1)HI

I (t2)× ...×HI
I (tn)

+....

Korzystaj¡c z idei iloczynu chronologicznego wprowadzonej przez Dysona[23]33,
poprzednie rozwini¦cie mo»emy doprowadzi¢ do postaci, w której ka»de caªkowanie
w nim dokonywane jest w przedziale [t, t0]

V̂ (t, t0) =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

n∏
j=1

∫ t

t0

dtj × T
{
HI
I (t1)...HI

I (tn)
}

(11.2.10)

a któr¡ zwykªo sie symbolicznie zapisywa¢:

V̂ (t, t0) = Texp

{
−i
∫ t

t0

dt
′
HI
I (t
′
)

}
(11.2.11)

32[4], s.63.
33 [3] rozdziaªy 4.5, 8.3 ; [5] rozdziaªy 3.1.4 oraz 3.3.3.
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11.3 Macierz rozpraszania

Modeluj¡c zachowanie realnych cz¡stek, rozs¡dnym rozwi¡zaniem jest rozpa-
trywa¢ stany ko«cowe i pocz¡tkowe w obrazie Diraca dla czasów t → ±∞ i
uzna¢, i» w tym re»imie s¡ one asymptotycznie swobodne, tzn. oddziaªywanie
mi¦dzy nimi jest zaniedbywalne (tzw. hipoteza adiabatyczna i twierdzenie
Gell-Manna i Lowa34). Co wi¦cej, z twierdzenia Haaga i jego pochodnych
wynika, i» z matematycznego punktu widzenia nie istnieje spójna teoria pola
z oddziaªywaniem dla sko«czonych czasów[7][8]

Ogólnie przyjmuje si¦, i» stany ko«cowe |f ; out〉 i pocz¡tkowe |i; in〉 nale»¡
do ró»nych przestrzeni Hilberta. Aby obliczy¢ amplitudy przej±¢ i inne ob-
serwable w procesie f → i, musimy skonstruowa¢ operator S, pozwalaj¡cy
na unitarne przechodzenie od jednej do drugiej przestrzeni Hilberta, tj.

|i; in〉 = S |i; out〉 (11.3.1)

|f ; in〉 = S |f ; out〉 ⇒ (11.3.2)

|f ; out〉 = S† |i; in〉 (11.3.3)

i speªniaj¡ zaªo»enia operatora ewolucji35 czasowej. Wten sposób b¦dziemy
mogli oblicza¢ amplitudy przej±¢ mi¦dzy dowolnymi stanami

〈f ; out|i; in〉 = 〈f, in |S| i, in〉 = Sfi (11.3.4)

Operatory w obrazie Diraca Ô(out), dziaªajace w przestrzeniach stanów
ko«cowych pod wpªywem transformacji podobie«stwa z wykorzystaniem op-
eratora S, przechodz¡ w operatory zde�niowane na przestrzeni stanów po-
cz¡tkowych

Ô(in)(x) = SÔ(out)(x)S† (11.3.5)〈
f ; out

∣∣∣Ô(in)(x)
∣∣∣ i; in〉 =

〈
f ; in

∣∣∣SÔ(in)(x)
∣∣∣ i; in〉 (11.3.6)

Reasumuj¡c, oczywistym wydaje si¦ konstatacja, i» element macierzowy
Sfi wyra»a si¦ przez granic¦36

Sfi = lim
t→∞,t0→−∞

〈
f ; in

∣∣∣V̂ (t, t0)
∣∣∣ i; in〉 (11.3.7)

34 [6], [5] rozdziaª 5.1.2
35 Patrz: Dodatek C.
36 Nale»y pami¦ta¢, i» operator Dysona jest zde�niowany jawnie jako operator w

reprezentacji oddziaªywania, patrz (11.2.10), (11.2.11).

61



lub w skrócie:
Sfi = lim

t→∞

〈
f ; in

∣∣∣V̂ (t,−t)
∣∣∣ i; in〉 (11.3.8)

11.3.1 Propagator fotonu

S = lim
t→∞

V̂ (t,−t) = T exp

−i ∞∫
−∞

dtHint(t)

 = T exp

[
i

∫
d4xLint(x)

]
(11.3.9)

Wyra»enie (11.3.9) w ogólno±ci umo»liwia obliczenie amplitudy prawdopo-
dobie«stwa dla dowolnego procesu. Dla przypadku rozpraszania elektronów
na swobodnych nukleonach zadowalaj¡ce wyniki otrzymamy rozwijaj¡c S do
pierwszego rz¦du rachunku zaburze«37

S = 1 + i

∫
d4xjµ(x)Aµ(x) = 1− ie

∫
d4xΨ̄γµΨAµ(x) (11.3.10)

gdzie jµ(x) to pr¡d leptonowy.
Aby wprowadzi¢ do (11.3.9) pr¡d hadronowy Jµ(x) poprzez pole Aµ(x),

nale»y wykorzysta¢ równania Maxwella. Na ich podstawie wiadomo, »e

�Aµ(x)− ∂µ∂νAν = Jµ(x) (11.3.11)

Równanie to mo»na upro±ci¢, przyjmuj¡c cechowanie Lorenza ∂νA
ν = 0.

Wtedy
�Aµ(x) = Jµ(x) (11.3.12)

Wybór tego cechowania sprawia, »e (11.3.12) jest lorenzowsko wspóªzmien-
nicze, a ponadto zapewnia, »e caªka dziaªania jest lorenzowsko niezmiennicza.
W QED do rozwi¡zania równania (11.3.12) najcz¦±ciej stosuje si¦ metod¦
funkcji Greena. Je±li zde�niujemy niejednorodne równanie ró»niczkowe w
postaci

LΨ(x) = f(x) (11.3.13)

gdzie L to pewien liniowy operator ró»niczkowy, to funkcja Greena G(x, y)
odpowiadaj¡ca temu operatorowi speªnia

LG(x, y) = δ(x− y) (11.3.14)

37 Pierwszy rz¡d rachunku zaburze« okre±lany jest mianem przybli»enia jedno-
fotonowego, gdy» w rozwini¦ciu S wyst¦puje jedno pole Aµ(x); przypadek ten ilustruje
diagram Feynmana na rysunku 1.
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Poniewa»∫
LG(x, y)f(y)dy =

∫
δ(x− y)f(y)dy = f(x) = LΨ(x) (11.3.15)

to z liniowo±ci L otrzymujemy

LΨ(x) = L

∫
G(x, y)f(y)dy (11.3.16)

Tak wi¦c rozwi¡zanie Ψ(x) wyra»a si¦ przez caªk¦ z iloczynu funkcji Greena'a
i czªonu ¹ródªowego f(x)

Ψ(x) =

∫
G(x, y)f(y)dy (11.3.17)

Z (11.3.17) wynika, i» w przypadku równania �Aµ = Jµ rozwi¡zanie jest
w postaci

Aµ(x) =

∫
DF (x, y)Jµ(y)dy (11.3.18)

gdzieDF (x, y) to poszukiwana przez nas funkcja Greena (propagator fotonu).
Operator D'Alamberta � jest sum¡ drugich pochodnych, co gwarantuje jego
translacyjn¡ niezmienniczo±¢. W efekcie propagator fotonu zale»y jedynie od
ró»nicy zmiennych x i y.

DF (x, y) ≡ DF (x− y) (11.3.19)

Teraz nale»y znale¹¢ jawn¡ posta¢ propagatora. Na mocy (11.3.14)

�DF (x− y) = δ(x− y) (11.3.20)

Prawa strona powy»szego równania to delta Diraca, któr¡ mo»na przedstawi¢
za pomoc¡ caªki

δ(x− y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x−y) (11.3.21)

Z kolei odwrotna transformacja Fouriera funkcji Greena formalnie ma zawsze
posta¢

DF (x− y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq(x−y)DF (q) (11.3.22)

Jak wida¢ równanie (11.3.20) jest speªnione, gdy

DF (q) = − 1

q2
(11.3.23)
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Ostatecznie pole magnetyczne zadane jest wzorem

Aµ(x) = −
∫

d4q

(2π)4

e−iq(x−y)

q2 + iε
Jµ(y) (11.3.24)

Gdy wstawimy pole magnetyczne w postaci (11.3.24) do (11.3.10) otrzy-
mamy38

S = i

∫
d4xjµ(x)Aµ(x) = i

∫
d4x

∫
d4yjµ(x)DF (x− y)Jµ(y)

= −i
∫
d4x

∫
d4y

∫
d4q

(2π)4
jµ(x)

e−iq(x−y)

q2 + iε
Jµ(y)

(11.3.25)

11.3.2 Przybli»enie fal pªaskich

Gdy znamy ju» jawn¡ posta¢ macierzy S, musimy sprecyzowa¢, o jakie stany
jednocz¡stkowe elektronu i nukleonu nam chodzi. W przypadku elektronu
padaj¡cego rozproszonego przyjmuj¦, »e opisuje go fala pªaska39 o 4-pedzie
odpowiednio k = (E,~k) i k′ = (E ′.~k′). Je±li chodzi o nukleony przyj¡ªem, »e
stany pocz¡tkowy |p〉 i ko«cowy |p′〉 s¡ te» falami pªaskimi o ±ci±le okre±lonym
4-p¦dzie, odpowiednio p = (Ei, ~p) i k′ = (Ef .~p

′). Osteczna posta¢ stanu
pocz¡tkowego ukªadu nukleon-nukleon to |i〉 = |kel〉⊗ |p〉, a ko«cowego |f〉 =
|k′el〉 ⊗ |p′〉.

Amplitud¦ prawdopodobie«stwa dla rozproszenia ze stanu |i〉 do |f〉 okresla
element macierzowy Sfi

Sfi ≡ 〈f |S|i〉 = −i
∫

d4x

∫
d4y

∫
d4q

(2π)4

1

q2
〈k′|jµ(x)|k〉〈p′|Jµ(y)|p〉e−iq(x−y)

(11.3.26)
Kolejnym krokiem jest wykonanie caªki po d4x we wzorze 11.3.26. W tym

celu najpierw nale»y uwzgl¦dni¢ fakty, »e

jµ(x) = e−iHx0jµ(~x, 0)eiHx0 (11.3.27)

Jµ(y) = e−iHy0Jµ(~y, 0)eiHy0 (11.3.28)

eiHt|ψ〉 = eiEt|ψ〉 (11.3.29)

38 Poniewaz nie interesuj¡ nas przypadki, gdy stan pocz¡tkowy jest taki sam jak ko«cowy
(czyli gdy nie zaszªo oddziaªywanie), od teraz w wyra»eniach na S b¦d¦ pomija¢ wyraz
równy macierzy jedostkowej 1.

39 Jest to tzw. przybli»enie Borna.
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aby otrzyma¢

Sfi = −i
∫

d4x

∫
d4y

∫
d4q

(2π)4

1

q2
〈k′|e−iHx0jµ(~x, 0)eiHx0|k〉

× 〈p′|e−iHy0Jµ(~y, 0)eiHy0|p〉e−iq(x−y)

= −i
∫

d4x

∫
d4y

∫
d4q

(2π)4

1

q2
〈k′|jµ(~x, 0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× ei~q(~x−~y)e−ix0(q0+E′−E)e−iy0(Ef−Ei−q0)

= −i
∫

d3x

∫
d3y

∫
d4q

(2π)4

1

q2
〈k′|jµ(~x, 0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× ei~q(~x−~y)(2π)δ(q0 + E ′ − E)(2π)δ(Ef − Ei − q0)

= −i
∫

d3x

∫
d3y

∫
d3q

(2π)2

1

q2
〈k′|jµ(~x, 0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× ei~q(~x−~y)δ(Ef + E ′ − E − Ei)
(11.3.30)

Nastepnie wykorzystuj¡c

ei
~̂P~x|k〉 = ei

~k~x|k〉 (11.3.31)

ei
~̂P~x|k′〉 = ei

~k′~x|k′〉 (11.3.32)

jµ(~x, 0) = ei
~̂P~xjµ(0)e−i

~̂P~x (11.3.33)

otrzymujemy

Sfi = −i
∫

d3x

∫
d3y

∫
d3q

(2π)2

1

q2
〈k′|ei ~̂P~xjµ(0)e−i

~̂P~x|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× ei~q(~x−~y)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −i
∫

d3x

∫
d3y

∫
d3q

(2π)2

1

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× e−i~q~ye−i~x(~k−~k′−~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −i
∫

d3y

∫
d3q

(2π)2

1

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉

× e−i~q~y(2π)3δ3(~k − ~k′ − ~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)
(11.3.34)

Aby ostatecznie pozby¢ sie caªek z wyra»enia na element macierzy rozprasza-
nia stosujemy
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ei
~̂P~x|p〉 = ei

~k~x|p〉 (11.3.35)

ei
~̂P~x|p′〉 = ei~p

′~x|k′〉 (11.3.36)

Jµ(~x, 0) = ei
~̂P~xjµ(0)e−i

~̂P~x (11.3.37)

i otrzymujemy

Sfi = −
∫

d3y

∫
d3q

2πi

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(~y, 0)|p〉e−i~q~y

× δ3(~k − ~k′ − ~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −
∫

d3y

∫
d3q

2πi

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|ei ~̂P~yJµ(0)e−i

~̂P~y|p〉e−i~q~y

× δ3(~k − ~k′ − ~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −
∫

d3y

∫
d3q

2πi

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(0)|p〉e−i~y(~q+~p−~p′)

× δ3(~k − ~k′ − ~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −
∫

d3q
(2π)4i

q2
〈k′|jµ(0)|k〉 〈p′|Jµ(0)|p〉δ3(~q − ~p′ + ~p)

× δ3(~k − ~k′ − ~q)δ(Ef + E ′ − E − Ei)

= −(2π)4i

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(0)|p〉δ3(~p′ + ~k′ − ~k − ~p)

× δ(Ef + E ′ − E − Ei)

(11.3.38)

Aby upro±ci¢ zapis, wprowadziªem tzw. amplitud¦ niezmiennicz¡

Mfi =
(2π)4

q2
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(0)|p〉 (11.3.39)

co pozwala zapisa¢ Sfi w zwartej formie

Sfi = −iMfiδ
3(~p′ + ~k′ − ~k − ~p)δ(Ef + E ′ − E − Ei) (11.3.40)

11.4 Prawdopodobie«stwo reakcji

Jak ju» wcze±niej wspomniaªem, element macierzy Sfi to amplituda przej±-
cia ze stanu |i〉 do |f〉. W elemencie tym zawarta jest delta Diraca. Gdy
chcemy obliczy¢ prawdopodobie«stwo przej±cia Pfi = |Sfi|2, napotykamy na
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problem, poniewa» delta Diraca to dystrybucja, dla której nie istnej operacja
pot¦gowania.

Aby omin¡¢ t¦ przeszkod¦ przyjmiemy, »e caªy rozwa»any przez nas ukªad
znajduje si¦ w pudle o makroskopowej obj¦to±ci V = L3 i uto»samionymi
przeciwlegªymi punktami40[1]. W efekcie p¦d cz¡stek w pudle jest skwan-
towany

~p =
2π

L
(n1, n2, n3) (11.4.1)

n1, n2, n3 ∈ {0,±1,±2,±3...}

a trójwymiarowa funkcja delta przybiera posta¢

δ3
V (~pi − ~pf ) ≡

1

(2π)3

∫
V

d3xei(~pi−~pf )~x =
V

(2π)3
δ~pi,~pf (11.4.2)

W my±l teorii rozpraszania stany pocz¡tkowe i ko«cowe maj¡ miejsce
odpowiednio dla czasu T = −∞ i T = ∞. W przypadku periodycznego
pudªa nale»y si¦ spodziewa¢, »e dla |T | → ∞ reakcje rozproszenia b¦d¡
si¦ powtarza¢ niesko«czon¡ liczb¦ razy. Dlatego cz¡stk¦ musimy zamkn¡¢
dodatkowo w �pudle czasowym�[1] oraz przyj¡¢ T << ∞, lecz na tyle du»e,
aby pozosta¢ w zgodzie z teori¡ rozpraszania.

δT (Ei − Ef ) =
1

(2π)

T/2∫
−T/2

dtei(Ei−Ef )t =
T

2π
δEi,Ef (11.4.3)

Wprowadzenie pudªa pozwala potraktowa¢ kwadrat funkcji delta jako
iloczynu jej samej z g¦sto±ci¡ stanów p¦dowych

[
δ3
V (~pi − ~pf )

]2
=

(
V

(2π)3

)2

δ~pi,~pf =
V

(2π)3
δ3
V (~pi − ~pf ) (11.4.4)

lub jako iloczyn z T
2π

[δT (Ei − Ef )]2 =

(
T

2π

)2

δEi,Ef =
T

2π
δT (Ei − Ef ) (11.4.5)

Wykorzystuj¡c powy»sze wªasno±ci oraz 11.3.40, otrzymujemy prawdopo-
dobie«stwo zaj±cia reakcji w odst¦pie czasu T i obj¦to±ci V

40 Nakªadamy periodyczne warunki brzegowe.
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Pfi = |Sfi|2 = |Mfi|2
T

2π
δT (Ef+E ′−E−Ei)

V

(2π)3
δ3
V (~k−~k′−~p′+~p) (11.4.6)

Z kolei kwadrat amplitudy niezmienniczej wynosi

|Mfi|2 =
(2π)8

q4
〈k′|jµ(0)|k〉〈p′|Jµ(0)|p〉〈k′|jν(0)|k〉∗〈p′|Jν(0)|p〉∗ (11.4.7)

Przy obliczaniu elementu macierzy rozpraszania zaªo»yªem, »e stany ko«-
cowe i pocz¡tkowe s¡ falami pªaskimi o okre±lonym p¦dzie, pomijaj¡c, celem
wst¦pnego uproszczenia oblicze«, spraw¦ spinu.

Obecnie wi¦kszo±¢ eksperymentów neutrinowych koncentruje si¦ na bada-
niu ich oscylacji. W do±wiadczeniach tych wi¡zka neutrin jest niespolary-
zowana, a spin cz¡stek wtórnych nie jest mierzony. Z tego powodu modele
oddziaªywa« zaimplementowane w NuWro s¡ �±lepe� na spin. Wymaga to,
abym przy wyprowadzaniu przekroju czynnego dla rozpraszania elektronów
u±redniª po dozwolonych rzutach spinu - potrzebna jest zmiana postaci am-
plitudy niezmienniczej na

|Mfi|2 =
1

4

∑
s,s′,r,r′

(2π)8

q4
〈k′, s′|jµ(0)|k, s〉〈p′, r′|Jµ(0)|p, r〉

×〈k′, s′|jν(0)|k, s〉∗〈p′, r′|Jν(0)|p, r〉∗
(11.4.8)

Z kwadratu Mfi wygodnie jest wydzieli¢ cze±¢ leptonow¡

1

2

∑
s,s′

〈k′, s′|jµ(0)|k, s〉〈k′, s′|jν(0)|k, s〉∗ (11.4.9)

oraz hadronow¡

1

2

∑
s,s′

〈p′, r′|Jµ(0)|p, r〉〈p′, r′|Jν(0)|p, r〉∗ (11.4.10)

Dla cz¦±ci leptonowej zachodzi

1

2

∑
s,s′

〈k′, s′|jµ(0)|k, s〉〈k′, s′|jν(0)|k, s〉∗ =

=
1

2

∑
s,s′

(
eΨ̄s′

k′(x)γµΨs
k(x)

)(
eΨ̄s′

k′(x)γνΨ
s
k(x)

)∗ (11.4.11)
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Rozwa»ane przez mnie cz¡stki znajduj¡ si¦ w pudle o obj¦to±ci V, co
sprawia, »e ich funkcje falowe s¡ znormalizowane w tej obj¦to±ci

ψsk(x) =
1√
V

√
m

E
us(k)e−ikx (11.4.12)

dlatego cz¦±¢ leptonow¡ wyra»a si¦ przez tensor leptonowy Lµν w nast¦pu-
j¡cy sposób

1

2

∑
s,s′

(
eΨ̄s′

k′(x)γµΨs
k(x)

)(
eΨ̄s′

k′(x)γνΨ
s
k(x)

)∗
=

=
1

2

m2e2

V 2EE ′

∑
s,s′

(
ūs
′
(k′)γµu

s(k)
)(

ūs
′
(k′)γνu

s(k)
)∗

=
e2

V 2EE ′
Lµν

(11.4.13)

Podobnie rzecz ma si¦ z cz¦±ci¡ hadronow¡, która wyra»a si¦ przez tensor
hadronowy Hµν

1

2

∑
r,r′

(
eΨ̄r′

p′(x)ΓµΨr
p(x)

)(
eΨ̄r′

p′(x)ΓνΨ
r
p(x)

)∗
=

=
1

2

M2e2

V 2EE ′

∑
r,r′

(
ūr
′
(p′)Γµur(p)

)(
ūr
′
(p′)Γνur(p)

)∗
=

e2

V 2EE ′
Hµν

(11.4.14)

Teraz |Mfi|2 da si¦ zapisa¢ w zwartej formie

|Mfi|2 =
(2π)8

q4

e4

V 4EE ′EiEf
LµνH

µν (11.4.15)

11.5 Tensor leptonowy

W podrozdziale tym przeksztaªc¦ tensor leptonowy

Lµν =
1

2
m2
∑
s,s′

(
ūs
′
(k′)γµu

s(k)
)(

ūs
′
(k′)γνu

s(k)
)∗

(11.5.1)

do postaci kombinacji 4-p¦dów k i k′ oraz metryki gµν .
W pierwszym kroku nale»y pokaza¢, »e pr¡d leptonowy jest hermitowski

(ū(k′)γνu(k))
∗

= (ū(k′)γνu(k))
+

=
(
u+(k′)γ0γνu(k)

)+
=

= u+(k)γ+
µ γ

+
0 u

++(k′) = ū(k)γ0γ
+
µ γ0u(k′) = ū(k)γνu(k′)

(11.5.2)
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Nast¦pnie, sumuj¡c po rzutach spinu i korzystaj¡c z relacji zupeªno±ci dla
spinorów

∑
s u

s
α(k)ūsβ(k) = 1

2m
(kµγµ +m)αβ, otrzymamy

Lµν =
1

2
m2
∑
s,s′

(
ūs
′

α (k′)γµ,αβu
s
β(k)

)(
ūsρ(k)γν,ρσu

s′

σ (k′)
)

=
1

2
m2γµ,αβγν,ρσ

1

2m
(kτγτ +m)βρ

1

2m

(
k′δγδ +m

)
ασ

=
1

8
Tr
[
γµ (kτγτ +m) γν

(
k′δγδ +m

)]
=

1

8
Tr
[
(γµγτk

τ + γµm)
(
γνγδk

′δ + γνm
)]

=
1

8
Tr
[
γµγτk

τγνγδk
′δ + γµγτk

τγνm+ γµγνγδk
′δm+ γµγνm

2
]

(11.5.3)

Obliczanie ±ladu jest operacj¡ liniow¡, dlatego 11.5.3 mo»na rozpisa¢ do
postaci

1

8
Tr
[
γµγτk

τγνγδk
′δ]+

1

8
Tr [γµγτk

τγνm] +
1

8
Tr
[
γµγνγδk

′δm
]

+

+
1

8
Tr
[
γµγνm

2
] (11.5.4)

Gdy jeszcze uwzgl¦dnimy

Tr {γµγνγσγτ} = 4 (gµνgστ − gµσgντ + gµτgνσ)

Tr {γµγν} = 4gµν
(11.5.5)

to

Lµν =
1

8
Tr {γµγτγνγδ} kτk′δ +

1

8
Tr {γµγν}m2

=
1

2
(gµτgνδ − gµνgτδ + gµδgτν) k

τk′δ +
1

2
gµνm

2

=
1

2

(
kµk

′
ν + kνk

′
µ − gµνkk′ + gµνm

2
) (11.5.6)

Poniewa» m2 << |~k||~k′| w tensorze leptonowym mo»emy pomin¡¢ wyraz
gµνm

2

Lµν =
1

2

(
kµk

′
ν + kνk

′
µ − gµνkk′

)
(11.5.7)
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11.6 Macierz Γµ

Tensor hadronowy ma posta¢

Hµν =
1

2
M2

∑
spin

(ū(p′)Γµu(p)) (ū(p)Γνu(p′)) (11.6.1)

Γµ to macierz hermitowska niezmiennicza ze wzgl¦du na transformacj¦
Lorentza oraz transformuj¡ca si¦ jak wektor. W ogólnym przypadku taka
macierz da si¦ zbudowa¢ z macierzy 1, γµ, σµν , 4-p¦dów p i p′ funkcji
skalarnych41 oraz staªych takich, jak ªadunek elementarny czy masa cz¡stek.

Γµ = Apµ +Bp′µ + Cγµ +Dσµνpν + Eσµνp′ν (11.6.2)

Jak wiemy σµν = i
2

[γµ, γν ]. W zwi¡zku z tym nasuwa si¦ pytanie: czy
wyrazy zawieraj¡ce funkcje D i E dadz¡ si¦ zapisa¢ jako kombinacje macierzy
gamma oraz odpowiednich 4-p¦dów? Zauwa»my, »e cz¡stki znajduj¡ si¦ na
powªoce masy, a ponadto

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν (11.6.3)

[γµ, γν ] = γµγν − γνγµ = γµγν − (2gµν − γµγν) = 2γµγν − 2gµν (11.6.4)

Czyli na mocy równania Diraca (iγνpν −M)u(p) = 0 dostaj¦

ū(p)Dσµνpνu(p) = D
i

2
ū [γµ, γν ] pνu(p) = Diū (γµγνpν − gµνpν)u(p)

= Dū (Mγµ − ipµ)u(p)

(11.6.5)

W analogiczny sposób, wykorzystuj¡c sprz¦»one równanie Diraca
ū(p) (iγνpν −M) = 0, otrzymuj¦

ū(p)Eσµνpνu(p) = Eū (Mγµ − ipµ)u(p) (11.6.6)

Hipoteza okazaªa si¦ prawdziwa, co automatycznie redukuje 11.6.2 do
sumy tylko trzech wyrazów

Γµ = Apµ +Bp′µ + Cγµ (11.6.7)

Kolejny wi¡z na posta¢ Γµ wynika z twierdzenia Noether, które wymaga
aby pr¡d elektromagnetyczny byª zachowany ∂µJµ = 0. Z hermitowsko±ci
Jµ, a tym samym hermitowsko±ci Γµ oraz

41 Oznaczam je A,B,C,D,E
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∂µJ
µ = −i

[
P̂µ, J

µ
]

(11.6.8)

P̂µ |p〉 = pµ |p〉 (11.6.9)

mamy

〈p′ |∂µJµ| p〉 = −i
〈
p′
∣∣∣P̂µJµ − JµP̂µ∣∣∣ p〉

= −i 〈p′ |Jµ| p〉
(
p′µ − pµ

)
= −i 〈p′ |Jµ| p〉 qµ = 0

(11.6.10)

Warunek 〈p′ |Jµ| p〉 qµ = 0 poci¡ga za sob¡42 ū(p′)Γµu(p) = 0, st¡d

qµū(p′)(Apµ +Bp′µ + Cγµ)u(p) = ū(p′)(Apq +Bp′q + Cγµqµ)u(p) =

= ū(p′)(Ap(p′ − p) +Bp′(p′ − p) + C(γµp′µ − γµpµ))u(p) =

= ū(p′)(A(pp′ −M2) +B(M2 − pp′))u(p) = 0

(11.6.11)

Równanie 11.6.11 jest speªnione, gdy A=B, a C jest dowolna funkcj¡.

Γµ = A (pµ + p′µ) + Cγµ (11.6.12)

W ogólno±ci A i C s¡ funkcjami dwóch zmiennych p i p′. Poniewa» mamy
swobod¦ wyboru tych funkcji, nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyj¡¢, »e
s¡ one zale»ne od skalara zbudowanego z p¦du ko«cowego i pocz¡tkowego
nukleonu. Z p i p′ mo»na zbudowa¢ nast¦puj¡ce skalary

p′2 = M (11.6.13)

p2 = M (11.6.14)

pp′ (11.6.15)

q2 = (p′ − p)2 = 2M2 − 2pp′ (11.6.16)

Z po±ród nich najwi¦cej informacji o ukªadzie43 zawiera zmienna q2, dlat-
ego od niej zale»e¢ b¦d¡ funkcje A i C. Aby zapewni¢ sobie wygod¦ prowadzenia
oblicze«, przyj¡ªem

C = −F2(q2)

2M

A = F1(q2) + F2(q2)

⇓
42 To tzw. to»samo±¢ Ward'a [10].
43 Masa, p¦d, k¡t rozproszenia cz¡stek.
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Γµ =
(
F1(q2) + F2(q2)

)
γµ − (p+ p′)µ

2M
F2(q2) (11.6.17)

Funkcje skalarne F1(q2) i F2(q2) to tzw. czynniki postaci (ang. form fac-
tors). Wprowadza si¦ je, poniewa» nukleony nie s¡ cz¡stkami punktowymi
oraz posiadaj¡ znacz¡cy anomalny moment magnetyczny. Form faktory s¡
do±wiadczalnie wyznaczane dla protonu i neutronu. Najcz¦±ciej wykorzysty-
wane s¡ form faktory w tzw. postaci dipolowej. W przypadku protonu
de�niuje si¦ je

F p
1 (q2) =

1 + µpτ

1 + τ
GD(q2) (11.6.18)

F p
2 (q2) =

µp − 1

1 + τ
GD(q2) =

κp
1 + τ

GD(q2) (11.6.19)

µp - moment magnetyczn protonu
κp = (µp − 1) - anomalny moment magnetyczny protonu

Natomiast dla neutronu

F n
1 (q2) =

µnτ

1 + τ
GD(q2) (11.6.20)

F n
2 (q2) =

µn
1 + τ

GD(q2) (11.6.21)

τ = − q2

4M2

µn - moment magnetyczn neutronu

Wspólny dla obu nukleonów jest czynnik GD(q2)

GD(q2) =

(
1− q2

0, 71GeV 2

)−2

(11.6.22)

W nierelatywistycznej teorii rozpraszania czynnik postaci F (q) wi¡»e prze-
krój czynny dla rozpraszania na obiekcie zªo»onym z przekrojem dla rozprasza-
nia na obiekcie punktowym:(

dσ
dΩ

)
zªo»ony

=

(
dσ
dΩ

)
punktowy

|F (q)|2 (11.6.23)

Naturaln¡ interpretacj¡ F (q) z wzoru 11.6.23 jest uznanie go za trans-
formacj¦ Fouriera rozkªadu g¦sto±ci materii barionowej wewn¡trz nukleonu.
Analogicznie traktuje si¦ znaczenie �zyczne tzw. elektrycznego i magnety-
cznego czynnika postaci.
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GE(q) = F1(q)− τF2(q) (11.6.24)

GM(q) = F1(q) + F2(q) (11.6.25)

I tak GE(q) to transformacja Fouriera rozkªadu ªadunków w nukleonie, a
GM(q) to transformacja rozkªadu momentu magnetycznego.

11.7 Tensor hadronowy

Teraz mo»emy przej±¢ do obliczenia tensora hadronowego. Post¦puj¡c ana-
logicznie jak w przypadku tensora leptonowego, otrzymamy

Hµν =
1

2
M2

∑
spin

(ū(p′)Γµu(p)) (ū(p)Γνu(p′))

=
1

8
Tr

{((
F1(q2) + F2(q2)

)
γµ − F2(q2)

2M
(p+ p′)µ

)
(6p+M)((

F1(q2) + F2(q2)
)
γν − F2(q2)

2M
(p+ p′)ν

)
( 6p′ +M)

}
=

1

8

[(
F1(q2) + F2(q2)

)2
Tr {γµ (6p+M) γν (6p′ +M)}

+

(
F2(q2)

2M

)2

(p+ p′)
µ

(p+ p′)
ν Tr {( 6p+M) (6p′ +M)}

−
(
F1(q2) + F2(q2)

) F2(q2)

2M
(p+ p′)

µTr {(6p+M) γν ( 6p′ +M)}

−
(
F1(q2) + F2(q2)

) F2(q2)

2M
(p+ p′)

ν Tr {(6p+M) γµ (6p′ +M)}
]

=
1

2

[(
F1(q2) + F2(q2)

)2 (
pµp′ν − gµνpp′ + pνp′µ +M2gµν

)
+

(
F2(q2)

2M

)2

(p+ p′)
µ

(p+ p′)
ν (
pp′ +M2

)
−
(
F1(q2) + F2(q2)

) F2(q2)

2M
(p+ p′)

µ
M (p+ p′)

ν

−
(
F1(q2) + F2(q2)

) F2(q2)

2M
(p+ p′)

ν
M (p+ p′)

µ

]
(11.7.1)

Stosujac podstawienie p′ = p+ q dostajemy
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Hµν =
1

2

[(
F 1(q2) + F 2(q2)

)2 (
2pµpν + (pµqν + pνqµ) + gµν

(
M2 −M2 − pq

))
+

(
F2(q2)

2M

)2 (
2M2 + pq

)
(4pµpν + qµqν + 2 (pµqν + pνqµ))

− F2(q2)

2M

(
F1(q2) + F2(q2)

)
M2 (4pµpν + qµqν + 2 (pµqν + pνqµ))

]
(11.7.2)

Ko«cowa posta¢ tensora to

Hµν =
1

4

(
gµν − qµqν

q2

)
q2
(
F1(q2) + F2(q2)

)2

+

(
pµ − pq

q2
qµ
)(

pν − pq

q2
qν
)(

F 2
1 (q2)− F 2

2 (q2)

4M2
q2

) (11.7.3)

11.8 Kontrakcja tensora hadronowego i leptonowego

Tensor Hµν mo»na rozdzieli¢ na dwie cz¦±ci

Hµν = H̃µν +Hµν
0 (11.8.1)

gdzie

H̃µν = gµν
q2

4

(
F1(q2) + F2(q2)

)2
+ pµpν

(
F 2

1 (q2)− F 2
2 (q2)

4M2
q2

)
(11.8.2)

H̃µν
0 =

(
F 2

1 (q2)− F 2
2 (q2)

4M2
q2

)
pq

q2

(
pµqν − qµpν + qµqν

pq

q2
qν
)

(11.8.3)

Zasad¦ zachowania pr¡du e-m wyra»a warunek

〈k′ |jµ| k〉 qµ = 0 (11.8.4)

a poniewa»
〈k′ |jµ| k〉 〈k′ |jν | k〉∗ ∝ Lµν (11.8.5)

to
qµLµν = qνLµν = 0 (11.8.6)
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Zauwa»my, »e wszystkie wyrazy w Hµν
0 zawieraj¡ qµ oraz qν . Dlatego na

mocy 11.8.6 mamy
LµνH

µν
0 = 0 (11.8.7)

Korzystaj¡c z tego faktu, uzyskujemy

LµνH
µν = Lµν

(
H̃µν +Hµν

0

)
= LµνH̃

µν =

q2

8

(
F1(q2) + F2(q2)

)2
(−2kk′) +

(
F 2

1 (q2)− F 2
2 (q2)

4M2
q2

)[
(pk)(pk′)− M2

2
kk′
]

(11.8.8)

Mas¦ elektronu pomijamy, dlatego q2 = (k − k′)2 = −2kk′. W efekcie
caªkowita kontrakcja tensora leptonowego i hydronowego daje

LµνH
µν =

q4

8

(
F1(q2) + F2(q2)

)2
+

(
F 2

1 (q2)− F 2
2 (q2)

4M2
q2

)[
(pk)(pk′) +

M2

4
q2

]
(11.8.9)

11.9 Ró»niczkowy przekrój czynny

Przekrój czynny dla reakcji dwuciaªowej de�niuje si¦ jako prawdopodobie«-
stwo zaj±cia zdarzenia w jednostce czasu P

T
przypadaj¡cej na jednostkowy

strumie« φ

σ =
P

Tφ
(11.9.1)

Licz¡c przekrój czynny, musimy przyj¡¢ jako staª¡ stan pocz¡tkowy i wy-
caªkowa¢ po stanach ko«cowych. Dlatego prawdopodobie«stwo rozproszenia
dP do stanów o p¦dach ko«cowych44 w wycinku przestrzeni fazowej d3k′d3p′

okre±la wyra»enie

dP = |Sfi|
V d3k′

(2π)3

V d3p′

(2π)3
(11.9.2)

Strumie« cz¡stek padaj¡cych ze wzoru 11.9.1 zde�niowany jest jako iloczyn

g¦sto±ci 1
V
oraz pr¦dko±ci wzgl¦dnej u =

√
(p1p2)2−m2

1m
2
2

E1E1
.

Znaj¡c ju» |Sfi|2, jeste±my w stanie napisa¢ wyra»enie na dσ w bardziej
jawnej, niezale»nej od czasu postaci4546

44 Wycaªkowanie po d3k′d3p′ jest równoznaczne caªkowaniu po stanach ko«cowych |f〉.
45 W rozwa»anych przez nas procesach u ≈ 1.
46 Poniewa» przekrój czynny nie zale»y ju» od czasu, mo»emy przej±¢ z T → ∞, co

automatyczne skutkuje δT (Ef + E′ − E − Ei)→ δ(Ef + E′ − E − Ei).
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dσ = |Mfi|2 δ(Ef + E ′ − E − Ei)
V

(2π)4
δ3
V (~k − ~k′ − ~p′ + ~p)

V d3k′

(2π)3

V d3p′

(2π)3
V =

=
V 4

(2π)10
|Mfi|2 δ(Ef + E ′ − E − Ei)δ3

V (~k − ~k′ − ~p′ + ~p)d3k′d3p′

(11.9.3)

W pracy tej rozwa»am wysokoenergetyczne elektrony47, dlatego (wsz¦dzie
tam, gdzie wyst¦puj¡ wyra»enia zawieraj¡ce ich energi¦) mog¦ pomin¡¢ ich
mas¦48. Oznacza to, i» E ′2 = ~k′2 +m2 ≈ ~k′2. W efekcie caªkowanie po p¦dzie
ko«cowym sprowadza si¦ do caªkowania po energii ko«cowej i k¡cie bryªowym
rozproszenia

d3k′ = k′2dk′dΩ = E ′2dE ′dΩ (11.9.4)

Na podstawie 11.4.15 podwójnie ró»niczkowy inkluzywny49 przekrój czynny
mo»na zapisa¢ w formie niezale»nej od obj¦to±ci50

dσ
dE ′dΩ

=
e2

(2π)2

∫
d3p′

E ′

q4EEfEi
LµνH

µνδ(Ef + E ′ − E − Ei)δ3(~p′ + ~k′ − ~k − ~p) =

=
e2

(2π)2q4

E ′

EEfEi
LµνH

µνδ(Ef + E ′ − E − Ei)
∣∣∣∣
~p′=~p+~k−~k′

(11.9.5)

12 Dodatek B

Twórcy NuWro przyj¦li ukªad jednostek, w których ~ = c = 1, w skutek
czego p¦d, masa i energia maja ten sam wymiar. Ponadto jako podstawow¡
jednostk¦ energii przyj¦li MeV. Z tego powodu caªka ze wzoru 4.3.17 ma
wymiar równy

47 O energiach od 779.5 do 2.015 MeV.
48 Masa elektronu to 0.51 MeV.
49 Od strony obliczeniowej oznacza to, »e musimy wycaªkowa¢ po wszystkich mo»liwych

p¦dach ko«cowych nukleonu.
50 Poniewa» przekrój czynny nie zale»y ju» od obj¦to±ci, mo»emy przej±¢ z V →∞, co

automatyczne skutkuje δ3V (~p
′ + ~k′ − ~k − ~p)→ δ3(~p′ + ~k′ − ~k − ~p).
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[
d3p

p3
F q

4

E ′

EEi

LµνH
µν

|~F ||~∆|

]
=

[
d3p

p3
F q

4

E ′

EEi|~F ||~∆|

]
· [LµνHµν ] =

=

[
d3p

p3
F q

4

E ′

EEi|~F ||~∆|

]
·MeV 4 =

MeV 3

MeV 3MeV 4

MeV

MeV 4
·MeV 4

= MeV −7 ·MeV 4 = MeV −3

(12.0.6)

W wielu publikacjach oraz bazach danych z wynikami eksperymentów prze-
krój czynny podawany jest w cm2

GeV
. Dlatego aby 4.3.17 otrzymaªa taki sam

wymiar, konieczne jest pomno»enie jej przez czynnik (~c)2

~c = 197.32MeV × fm = 197.32MeV × 10−15m

= 197.32MeV × 10−13cm

= 1.9732MeV × 10−11cm

(12.0.7)

(~c)2 = 3.8935MeV 2 × 10−22cm2 (12.0.8)

Sprawd¹my, czy otrzymamy wynik o wªa±ciwym wymiarze czyli cm2

GeV

(~c)2 ·MeV −3 = 3.8935× 10−22 cm
2

MeV
= 3.8935× 10−19 cm

2

GeV
(12.0.9)

Na koniec mo»na caªo±¢ pomno»y¢ przez staª¡ bezwymiarow¡ 1030, aby
uzyska¢ wygodn¡ skal¦ na wykresach.

13 Dodatek C. Obrazy w kwantowej teorii pola

Nim rozpoczniemy obliczenie przekroju czynnego, koniecznym jest obliczenie
prawdopodobie«stwa przej±cia mi¦dzy przygotowanym stanem pocz¡tkowym
a ko«cowym w obecno±ci oddziaªywania. Wymaga to zbadania ewolucji w
czasie operatorów pól.

Ze wzgl¦du na analogi¦ mi¦dzy klasyczna a kwantow¡ teori¡ pola natural-
nym wydaje si¦ wybra¢ operatory i stany w obrazie Heisenberga. W reprezen-
tacji tej stany s¡ niezale»ne od czasu, natomiast pola zalez¡ od niego. Prze-
j±cie od reprezentacji Schroedingera do Heisenberga wyra»a si¦ wzorami51

51 Milcz¡co zakªadamy, »e Û(t, t0) = exp[(−iĤS(t, t0)(t − t0)] albo speªnia rów-
nanie i∂tÛ(t, t0) = HS(t, t0)Û(t, t0). Elementarnie mo»na poka», i» wtedy ĤS =
i∂tÛ

†(t, t0)Û(t, t0) oraz Ĥ
S(t, t0) = HS(t) dla unitarnej ewolucji czasowej; patrz te»: [4] .
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Ψ̂H(x, t) = Û †(t, t0)Ψ̂S(x, t0)Û(t, t0) (13.0.10)

|Φ(x)〉H = Û †(t, t0) |Φ(x, t)〉S (13.0.11)

gdzie Ψ̂S(x, t0) to operator w obrazie Schroedingera - parametryzowany jest
przez staª¡ t0, której warto±¢ jest arbitralna - formalnie wi¦c operator ten nie
zale»y od czasu; |Φ(x, t)〉S to odpowiedni stan w/w reprezentacji.

Poniewa» zmiana obrazu nie mo»e wpªywa¢ na mierzone w rzeczywisto±ci
warto±ci (prawdopodobie«stwo przej±cia mi¦dzy stanami, warto±ci ±rednie
obserwabli ), operator U musi by¢ unitarny.

Chocia» prawa strona (13.0.11) zale»y formalnie od czasu t, to gdy zró»niczku-
jemy obie strony po tej zmiennej, oka»e si¦, zgodnie z zaªo»eniem, »e stany
w reprezentacji Heisenberga od czasu nie zale»¡:

i∂t |Φ(x)〉H = i∂t[Û
†(t, t0)] |Φ(x, t)〉S + iÛ †(t, t0)∂t |Φ(x, t)〉S (13.0.12)

= −Û †(t, t0)HS(t) |Φ(x, t)〉S + iÛ †(t, t0)∂t |Φ(x, t)〉S (13.0.13)

= Û †
(
−HS(t) + i∂t

)
|Φ(x, t)〉S = 0 (13.0.14)

W obrazie Heisenberga ewolucj¦ czasow¡ dowolnego operatora ŴH(x, t)
opisuje równanie

i
∂

∂t
ŴH(x, t) =

[
ŴH(x, t), ĤH(t)

]
(13.0.15)

Rozwi¡zaniem powy»szego równania przy ŴH(x, t) = Ψ̂H(x, t) i warunku
pocz¡tkowym Ψ̂H(x, t0) = Ψ̂S(x, t0) jest (13.0.10).

Uzasadnionym wi¦c jest traktowa¢ Û(t, t0) jako operator globalnej ewolucji
czasowej. Jako taki musi speªnia¢ szereg zaªo»e«:

1. Musi by¢ unitarny.

2. Speªnia¢ warunek brzegowy Û(t, t) = 1 - jest to konsekwencja uni-
tarno±ci.

3. Jednoznaczno±¢ rozwi¡zania |Φ(x, t2)〉S = Û(t2, t1) |Φ(x, t1)〉S
∀t2 ≥ t1

4. Niezale»no±¢ od po±rednich kroków w ewolucji Û(t3, t1) = Û(t3, t2)Û(t2, t1)
∀t3 ≥ t2 ≥ t1, która wraz z poprzedni¡ wªa±ciwo±ci¡ gwarantuj¡ za-
chowanie zasady przyczynowo±ci.

5. Je±li chcemy bada¢ ewolucj¦ w procesach odwracalnych to dla
t2 < t1 Û(t2, t1) = Û †(t1, t2) = Û−1(t1, t2), co wynika z unitarno±ci
operatora.
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Poniewa» jednak zazwyczaj nie znamy rozwi¡za« dla peªnego hamiltoni-
anu Ĥ = Ĥ0 + ĤI , lecz tylko swobodnego Ĥ0, nie mo»emy dokona¢ kanon-
icznej kwantyzacji i zbudowa¢ w wyniku tej procedury operatorów kreacji i
anihilacji stanów a wi¦c zdiagonalizowa¢ Ĥ. Jednym z rozwi¡za« wydaje si¦
jaki± rachunek zaburze«. Co wi¦cej, wnioski z twierdze« Haagaa i jego uogól-
nienia [8], podwa»aj¡ mo»liwo±¢ stworzenia konsystentnej teorii pola z odd-
ziaªywaniami dla sko«czonych czasów. Tak wi¦c operator ewolucji dla odd-
ziaªuj¡cego ukªadu mo»e opisywa¢ jedynie stany asymptotyczne. Z drugiej
strony wydaje si¦ by¢ uzasadnionym rozpatrywanie stanów t → ±∞, gdy»
w eksperymentach rozproszeniowych mamy do czynienia z cz¡stkami emi-
towanymi i rejestrowanymi poza efektywnym zasi¦giem oddziaªywania, które
modelowane jest jako punktowe.

Kolejny formalny problem w teoriach z oddziaªywaniem polega na tym,
i» czªony ĤI wyra»a si¦, w analogii do ich klasycznych odpowiedników, za
pomoc¡ sum i iloczynów operatorów pól swobodnych. Przydatnym w bada-
niu ewolucji czasowej byªoby takie sformuªowanie kwantowej teorii pola, w
którym operatory ewoluuj¡ zgodnie ze równaniami dla pól swobodnych -
ewolucje wyznaczana Ĥ0 i Û0

52, za± stany zgodnie z równaniem Schroedingera,
przy czym hamiltonianem Ĥ → ĤI a Û0 → ÛI

53. Takie rozwi¡zanie nosi
nazw¦ obrazu oddziaªywania b¡d¹ Diraca.

Przej±cie do tej reprezentacji wyra»a si¦:

Ψ̂I(x, t) = Û †0(t, t0)Ψ̂S(x, t0)Û0(t, t0) (13.0.16)

|Φ(x, t)〉I = Û †0(t, t0) |Φ(x, t)〉S . (13.0.17)

Podstawiaj¡c do powy»szych równa« odpowiednio (13.0.10) i (13.0.11) otrzy-
mujemy:

Ψ̂I(x, t) = Û †0(t, t0)Û(t, t0)Ψ̂H(x, t)Û †(t, t0)Û0(t, t0) (13.0.18)

|Φ(x)〉I = Û †0(t, t0)Û(t, t0) |Φ(x)〉H (13.0.19)

Ró»niczkuj¡c (13.0.17) otrzymujemy:

i∂t |Φ(x, t)〉I = −Û †0(t, t0)HS
0 (t) |Φ(x, t)〉S + Û †0(t, t0)HS(t) |Φ(x, t)〉S

(13.0.20)
= −HS

0 (t) |Φ(x, t)〉I + Û †0(t, t0)HS(t) |Φ(x, t)〉S

= −HS
0 (t) |Φ(x, t)〉I + Û †0(t, t0)HS(t)Û0(t, t0) |Φ(x, t)〉I

52 Zakªadamy, »e unitarne Û0(t, t0) = exp[(−iĤS
0 (t, t0)(t − t0)] albo speªnia równanie

i∂tÛ0(t, t0) = HS
0 (t, t0)Û0(t, t0), Ĥ

S
0 = i∂tÛ

†
0 (t, t0)Û0(t, t0) oraz Ĥ

S
0 (t, t0) = HS

0 (t).
53 ÛI speªnia analogiczne warunki, jak w poprzednim przypisie Û0.
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= Û †0(t, t0)
[
−HS

0 (t) +HS(t)
]
Û0(t, t0) |Φ(x, t)〉I

= Û †0(t, t0)HS
I (t)Û0(t, t0) |Φ(x, t)〉I

= HI
I (t) |Φ(x, t)〉I

Nast¦pnym krokiem jest wykazanie, i» operatory pola w obrazie oddziaªy-
wania speªniaj¡ równania ruchu Heisenberga:

i
∂

∂t
Ψ̂I(x, t) =

[
Ψ̂I(x, t), HI

0 (t)
]

(13.0.21)

Najpierw obliczymy jawnie lew¡ stron¦ (13.0.21):

i
∂

∂t
Ψ̂I(x, t) = Û †0(t, t0)

(
−HS(t)Ψ̂S(x, t0) + Ψ̂S(x, t0)HS(t)

)
Û0(t, t0)

(13.0.22)

= Û †0(t, t0)
[
Ψ̂S(x, t0), HS(t)

]
Û0(t, t0) (13.0.23)

a nast¦pnie, maj¡c na uwadze, »e

HI
0 (t) = Û †0(t, t0)HS

0 (t)Û0(t, t0) = HS
0 (t)

praw¡: [
Ψ̂I(x, t), HI

0 (t)
]

= Ψ̂I(x, t)HI
0 (t)−HI

0 (t)[Ψ̂I(x, t) (13.0.24)

= Ψ̂I(x, t)HS
0 (t)−HS

0 (t)Ψ̂I(x, t)

= Û †0(t, t0)Ψ̂S(x, t0)Û0(t, t0)HS
0 (t)−HS

0 (t)Û †0(t, t0)Ψ̂S(x, t0)Û0(t, t0)

= Û †0(t, t0)Ψ̂S(x, t0)HS
0 (t)Û0(t, t0)− Û †0(t, t0)HS

0 (t)Ψ̂S(x, t0)Û0(t, t0)

= Û †0(t, t0)[Ψ̂S(x, t0), HS
0 (t)]Û0(t, t0) (13.0.25)

Identyczno±¢ wyra»e« (13.0.23) i (13.0.25) dowodzi, i» Û0(t, t0) jest opera-
torem ewolucji czasowej pól w obrazie oddziaªywania. Bogatsi o t¦ wiedz¦
mo»emy jawnie znale¹¢ posta¢ operatorów kreacji i anihilacji w obrazie od-
dziaªywania:

i
∂

∂t
âI(k, t) =

[
âI(k, t), HI

0 (t)
]

= ES
0 (k)âI(k, t) (13.0.26)

Rozwi¡zaniem tego równania jest

âI(k, t) = e−E
S
0 (k)tâI(k, t0) (13.0.27)

Poniewa» od rozwi¡zania swobodnego ró»ni si¦ ono tylko czynnikiem fa-
zowym, zachowane zostaj¡ kanoniczne relacje komutacyjne, a wi¦c ich inter-
pretacja jako jednocz¡stkowych operatorów kreacji i anihilacji jest poprawna
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