Uniwersytet Wroctawski
Wydzial Fizyki i Astronomii
Instytut Fizyki Teoretycznej

Rozpraszanie elektron6w na jadrach
atomowych w obszarze piku quasielastycznego -

analiza Monte Carlo

Autor:

L.UKASZ JUCHNOWSKI

praca magisterska napisana pod kierunkiem:
prof. dr. hab. Jana Sobczyka



Spis tresci

Wstep 4
2 Charakterystyka oprogramowanial 7
[2.1  Generatory zdarzen Monte Carlo| . . . . . .. ... ... ... 7
............................... 7
3 ELQET] . .. ... . 9
[3 Rozpraszanie elestyczne elektronéw na swobodnym nukleonie| 11
[4 Model jadral 13
[4.1 Rozpraszanie elektronoéw jako metoda badania modeli jadrowych| 13
[4.2  Gaz Fermiego jako model jadra | . . . . .. .. ... ... ... 14
[4.3  Przyblizenie impulsowe. Przekroj czynny dla rozpraszania na |
| jadrze. Kinematyka reakeji . . . . . . . ... ... .00 17
[4.4 Kaskada wewnatrzjadrowa jako model oddziatywania w stanie [
[ koncowym | . . . . . .. .. 22
[ Generator zdarzen rozpraszania elektronow| 24
[5.1 Algorytm implementujacy gaz Fermiego w NuWro| . . . . . . . 24
[5.2  Algorytm generowania zdarzen|. . . . . . . .. ... ... ... 25
[6 Tworzenie histogramow| 27
. . do
6.1 Normalizacja histogramu Teosodm| ~ - c 28
6.2 Normalizacja histogramu Jeostdeostdi| "~ " 30
6.3 Missing energyl . . . . . .. ... 31
yniki symulacji. Werifikacja poprawnosci dziatania
[7 Wyniki lacji. Werifikacj Sci dziatania ELQEL| 32
[7.1 Reakcje inkluzywne (e,e’)|. . . . . ... 32
[7.2  Kat rozproszenia nukleonu| . . . . ... .. ... 40
[7.3 Reakcje (e,e’p)l . . . . . . . 46
[8 Imnstalacja 1 uzytkowanie ELQEL)] 55
9 __Podsumowaniel 56
[10 Dodatek A. Srodowisko ROOT! 57
(11 Dodatek Al. Uzupelnienie do rozdziatu |3| 58
[1T.T Obraz oddziatywania a ewolucja czasowa uktadu|. . . . . . . . 58
(11.2 Operator 1 szereg Dysonal. . . . . . .. .. .. ... ... ... 59




[11.5 Macierz rozpraszania] . . . . . . . . . . . . . .. ... 61

(11.3.1 Propagator fotonu| . . . . ... ... ... ... .... 62

(11.3.2 Przyblizenie tal ptaskich| . . . . .. .. ... ... ... 64

[11.4 Prawdopodobienstwo reakey| . . . . . . .. .. ... ... ... 66
(11.5 Tensor leptonowy| . . . . . . . . .. . . ... ... ... ... 69
1.6 Macierz T™. . . . . . . . o 71
(11.7 Tensor hadronowy| . . . . ... .. ... ... ... ...... 74
[11.8 Kontrakcja tensora hadronowego 1 leptonowego|. . . . . . . .. 75
[11.9 Roézniczkowy przekrdj czynny| . . . . . . . .. .. ... 76
12 Dodatek B | 7
(13 Dodatek C. Obrazy w kwantowej teorii pola 78




Electron scattering from nuclei in the quasielastic
peak region - a Monte Carlo analysis

Abstract

The goal of this work was to develop extension of NuWro neu-
trino generator, called by me ELQEL. This extension allowed
simulation of quasi elastic electron scattering off nucleus with
the help of procedures already implemented in Nuwro. Simu-
lations were performed for high energy electron beam. I chose
Fermi gas as the model of nucleus and semiclassical cascade
as the model of final state interactions. All calculations were
carried out using Monte Carlo method and PWIA approx-
imation. Moreover I compared my results with data from
225



1 Wstep

Hipoteza istnienia neutrin, bezmasowych, stabo oddziatujacych z materig
czastek, wysunal w 1930 roku Wolfgang Pauli. Jego zdaniem wystepowanie
w przyrodzie takiej czastki wynikato z zasady zachowania energii i momentu
pedu w rozpadzie beta. W cztery lata pozniej H. Bethe i Peirls oszacowali
przekrdj czynny dla rozpraszania neutrin na nukleonach [I3]. W swej pracy
wnioskowali, podobnie jak Pauli, iz nie ma praktycznego sposobu na detekcje
neutrin. Na szczeScie, jak to czesto bywa w fizyce, niemozliwe stato sie
mozliwe. W 1956 Reinsﬂi Cowan dzieki zastosowaniu nowatorskiej techniki
eksperymentalnej [20][21] udato si¢ zaobserwowad?| antyneutrino pochodzace
z reaktora atomowego.

Kolejnym krokiem dos$wiadczalnych badan neutrin byt eksperyment w
kopalni Homestake. Prowadzil go w latach 1967-1995 zesp6t pod kierown-
ictwem R. Davisa JIEI. Podczas trwania eksperymentu zarejestrowana liczba
neutrin pochodzacych ze Storica byta okoto 3 razy mniejsza niz oczekiwano.
Do obliczenia postuzono sie modelem stonica Bahcalla, ktorego poprawnosé
zostala zweryfikowana w licznych badaniach. Wystepowanie tego dziwnego
zjawiska potwierdzono za pomoca detektora Kamiokande (1990) oraz kilku
innych (GALLEX, GNO, SAGE). Od tego czasu zaczeto uzywaé terminu
sproblem neutrin stonecznych”. Jego rozwiazanie przyniost eksperyment SNO.
Okazatlo sie, iz neutrina podrézujac w prozni lub osrodku materialnym zmieni-
aja swoj zapach. Zjawisko ochrzczono oscylacjami neutrinowymi, gdyz praw-
dopodobienistwo zmiany zapachu oscyluje w zaleznosci od odleglosci miedzy
7zrodtem i detektorem.

Koncepcja zmiany zapachu przez neutrina nie byta nowa - w 1958 taka
hipoteze wysunal Pontecorvo. Zostala ona rozszerzona na przypadek oscyl-
cji w oérodku materialnym przez Michejewa, Smirnowa oraz Wolfensteina i
weszta do fizyki pod nazwa efektu MSW.

Chociaz do chwili obecnej przeprowadzono spora liczbe eksperymentow
w celu zbadania wtlasciwosci neutrin, nadal wiele aspektow pozostato do
rozszczygniecia - np. otwarta pozostaje kwestia, czy neutrino to czastki
Diraca czy Majorany.

Poniewaz neutrina stabo oddziatuja z materig dalszy postep w ich poz-
naniu wymaga zwiekszenia precyzji pomiaréw. Mozna tego dokonaé¢ na trzy
sposoby. Pierwszy to zwiekszenie rozmiaréw detektora - dzieki temu zwiek-
szy sie caltkowita liczba rejestrowanych zdarzen. Drugi sposéb to zwiekszenie
intensywnosci wiazki neutrin padajacych na detektor, co prowadzi do wiek-

!Nagroda Nobela 1995
2rejestrowano pojedyncze czastki
3Nagroda Nobla 2002 w dziedzinie fizyki za prace nad detekcjg neutrin kosmicznych
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szej liczby zdarzen w jednostce czasu. Ostatni sposob to ulepszenie modeli
teoretycznych jadra atomowego. Ma to szczegblne znaczenie, gdyz detekcja
elektrycznie obojetnych neutrin odbywa sie przez czastki wtorne (powstale na
skutek oddzialywania neutrin z jadrami). Dlatego efekty wewnatrzjadrowe
maja znaczny wptyw na wyniki pomiaréw.

Trudno$ci w badaniach neutrin nie wiaza sie tylko z ich detekcja. Takze
dostepne badaczom zrodla neutrin sprawiaja spore problemy. Glowng prze-
szkode stanowi fakt, iz spektrum energetyczne neutrin na ogoét nie jest mo-
noenergetyczne. Dotyczy to nie tylko zrodel sztucznych (co zrozumiale),
ale takze sztucznych. Dzieje sie tak, poniewaz neutrina produkowane sg
na drodze rozpadow. Historycznie pierwsze wykryte neutrina pochodzity z
reaktorow. Jak wiadomo reakcja taricuchowa prowadzi do powstania jader z
nadmiarem neutronéw (izotopy uranu, plutonu, toru), ulegajacych rozpadowi
beta minus, ktéry wyzwala neutrina o energii rzedu kilku MeV. Analogicznym
do reaktorow jadrowych, lecz naturalnym zrédtem sa mineraty w skorupie
i plaszczu Ziemi. Geoneutrina produkowane sa tam na drodze rozpadéw
beta szeregéw promieniotworczych uranu, toru i potasu. Innym dostep-
nym naukowcom zrédlem neutrin jest juz wczesniej wspominane Slonce.
Neutrina stoneczne sa ,,produktem ubocznym” cyklu protonowo-protonowego
oraz weglowo-tlenowo-azotowego. Ich spektrum energetyczne rozcigga sie od
0.2MeV do 18.8 MeV. Jesli chodzi o wysokoenergetyczne neutrina (1GeV -
1TeV), to do dyspozycji mamy te pochodzace z atmosfery oraz wytwarzane w
akceleratorach protonowych. W obu przypadkach proces ich powstania prze-
biega podobnie - rozpedzony proton[| zderza si¢ z jakim$ jadrem, produkujac
mezony KT i 7%, ktore rozpadaja sie na skutek oddziatywan stabych.

Budujac badz adaptujac modele teoretyczne jader do zadan fizyki neutrin
istnieje konieczno$¢ ich czesciowego poréwnania z danymi doswiadczalnymi.
Niestety w przypadku neutrin pomiary sa obarczone duzymi niepewnosciami
systematycznymi i statystycznymi. Na szczeScie mozemy siegna¢ do wynikow
eksperymentow z rozpraszaniem elektronow [16].

Celem tej pracy bylo stworzenie rodzaju programu-naktadki na gener-
ator zdarzeri neutrinowych NuWro. Program ten nazwatem ELQEL. Jego
zadanie polega na generowaniu zdarzen rozpraszania elastycznego elektronow
na jadrach atomowych z wykorzystaniem procedur do symulacji efektow
wewnatrzjadrowych dostepnych w NuWro.

W rozdziale [2| zdefiniowatem czym jest generator zdarzen oraz omowitem
NuWro i ELQEL. Rozdziat [3| zawiera omoéwienie inkluzywnego podwojnie
rozniczkowego przekroju czynnego dla rozpraszania elastycznego elektronow
na swobodnym nukleonie. Nastepny rozdzial zajmuje opis gazu Fermiego

“w przypadku neutrin atmosferycznych jest to proton pochodzenia kosmicznego



jako najprostszego modelu jadra atomowego oraz kaskady wewnatrzjadro-
wej. Ponadto przedstawione sg w nim argumenty za wyborem rozpraszania
elektronow jako metody testowania modeli jadrowych pod katem fizyki neu-
trin. Rozdzial [5| stanowi opis dwoch podstawowych algorytmoéw bedacych
baze funkcjonowania mojego programu (ELQEL). W rozdziale [f] wyjasnitem
pojecie tzw. missing energy oraz sposob tworzenia histogramoéow. 7 kolei
rozdzial [/| zawiera wynik moich symulacji. Opis instalacji ELQEL zawartem
w rozdziale Rl



2 Charakterystyka oprogramowania

2.1 Generatory zdarzenn Monte Carlo

Generatory zdarzen (ang. events generators) sa powszechnie stosowanym
rodzajem oprogramowania w fizyce jadrowej i czastek elementarnych. Pier-
wsze tego typu programy powstaly pod koniec lat 40. w osrodkach bada-
wezych USA rozwijajacych brofi jadrowa.

Zadaniem generatora jest symulacja reakcji miedzy czasteczkami. Dane
wynikowe grupowane sg w tak zwane zdarzenia (ang. events). Zdarzenie
podzielone jest zazwyczaj na etapy. Na kazdym etapie obliczenia wykony-
wane sa metoda Monte Carlo, ktéra sprowadza sie do losowania, z zadanym
rozktadem prawdopodobienistwa, zmiennych opisujacych przebieg danego pro-
cesu. W pierwszym etapie (zwanym oddzialywaniem pierwotnym) losowane
sg stany poczatkowe. Nastepnie na ich podstawie obliczane sg stany koncowe,
ktore zostana uzyte w charakterze stanow poczatkowych w kolejnym etapie
(zwanym oddzialywaniem wtornym). Pomiedzy etapami czastki podlegaja
procesowi transportu, czyli propagacji przez osrodek. Zazwyczaj propagacje
czastek implementuje sie jako mechanizm klasyczny - ruch odbywa sie w po
klasycznej trajektorii.

Dzialanie generatora zdarzen dobrze zilustrowaé na przyktadzie rozprasza-
nia elektronu na jadrze w przyblizeniu PWIA. Pierwszy etap (zwany takze
oddzialywaniem w wierzchotku pierwotnym) symulacji to oddzialywanie z
pojedynczym nukleonem - losowane sg 4-pedy poczatkowego elektronu i nuk-
leonu, obliczane sg ich 4-pedy konicowe oraz wagal’| calego zdarzenia. Nastep-
nie rozproszony elektron opuszcza swobodnie jadro, a nukleon propaguje
klasyczne (MFP) przez nie. Kolejny etap to reakcja nukleonu z pozostatymi
nukleonami jadra. W jej wyniku powstaja wtérne nukleony lub/i piony,
ktorych ruch jest dalej symulowany.

Gdy juz uzyskamy zbior zdarzen, na ich podstawie mozemy sporzadzi¢
wykres podwdjnie rozniczkowego przekroju czynnego, histogram rozkladu
pedow i energii czastek itp.

2.2 NuWro

Wroctawski Generator Zdarzen Neutrinowych ,NuWro” zostal zbudowany w
celu symulacji proceséw rozpraszania neutrin wraz z uwzglednieniem efek-
tow jadrowych. Jego kod Zrédlowy zostal zorganizowany wokot klasy event,

5 waga - wielko$¢ proporcjonalna do prawdopodobienstwa zaj$cia okreglonego zdarzenia;
zazwyczaj waga réwna jest wkladowi jaki zdarzenie wnosi do przekroju czynnego; formuta
na przekrdj czynny uzyskiwana jest na drodze obliczen kwantowomechnicznych



reprezentujacej zdarzenie[12]. Poniewaz NuWro jak wiekszo$¢ generatorow
wykonuje obliczenia wieloetapowo, dlatego obiekty klasy event posiadaja
trzy kontenery na czastki wchodzace, tymczasowe oraz koncowe. W kon-
tenerze na czastki wchodzace umieszczane sa dand’| o padajacym neutrinie
oraz nukleonieﬂ Drugi kontener przechowuje informacje o czastkach pow-
stalych po reakcji neutrina z nukleonem. W ostatnim kontenerze umieszc-
zone sa dane o czastkach, jakie opuscily jadro po uwzglednieniu efektow
wewnatrzjadrowych. Klasa event przechowuje takze wage zdarzenie oraz
identyfikator procesu (kanalu), ktory przeksztalca czastki wechodzace na tym-
czasowe. NuWro symuluje nastepujace kanaly oddziatywan stabych:

e rozpraszanie elastyczne lub kwazielastyczne (QE),
e pojedyricza produkcja pionu (RES),
e rozpraszanie bardziej nieelastyczne (DIS).

Sumujac i usredniajac wagi zdarzen dla wybranego kanaltu, otrzymamy prze-
kr6j czynny na reakcje w tym kanale. Gdy z kolei zsumujemy przekroje
czynne dla poszczegblnych kanatow, otrzymamy catkowity przekrdj czynny.

NuWro zostal napisany w jezyku C++ i skonsolidowany z bibliotekami
ROOT oraz PHYTIA. Pierwsza jest wykorzystywana do zapisywania zdarzen
w specjalnym formacie pliku (rozszerzenie .root). Dzieki temu inne pro-
gramy zlinkowane z ROOT po niewielkiej modyfikacji odczytaja dane wygen-
erowane przez NuWro. Ma to szczegolne znaczenie, gdyz ulatwia integracje
wroctawskiego generatora z oprogramowaniem do symulacji dziatania detek-
torow neutrin. Przyklad takiej integracji przedstawiony zostal w [15]. Druga
biblioteka - PHYTIA - wykorzystywana jest do przeprowadzania fragmentacji
partonéw oraz hadronizacji w procesie DIS oraz w pewnych warunkach SPP.
Dzialanie NuWro przebiega wedtug nastepujacego schematu [12]:

e Wezytanie pliku params.txt z parametrami symulacji.

o Wylosowanie stanu poczatkowego neutrina zgodnie z profilem energety-
cznym wigzki.

e Wylosowanie stanu poczatkowego nukleonu zgodnie z wybranym mod-
elem jadra.

64-pedy, zapach, kod PDG
7 4-ped oraz izospin losujemy zgodnie z wybranym modelem jadra - gaz Fermiego,
lokalny gaz Fermiego lub funkcja spektralna



e Wybranie jednego kanalu oddzialywan stabych, wykonanie obliczen i
wypelnienie kontenera na czastki tymczasowe. Ten etap nazywany jest
oddzialywaniem w wierzchotku pierwotnym.

e Wykonanie obliczenn zwigzanych z efektami jadrowymi, wypelnienie
kontenera na czastki korficowe. Ten etap nazywany jest oddziatywaniem

wtornym lub oddzialywaniem w stanie koncowym (final state interac-
tion - FSI).

e Zapis wynikow do plikow .root.

2.3 ELQEL

Celem mojej pracy byto m.in. stworzenie programu do symulacji elastycznego
rozpraszania e-m elektronéw na jadrach atomowych. Nazwatem go ELQEL.
Stanowi on swego rodzaju nakladke na NuWro, poniewaz wroctawski gener-
ator symuluje tylko procesy rozpraszania neutrin/antyneutrin. Méj program
korzysta z czesci funkcjonalnosci zawartej w NuWro.

ELQEL wykorzystuje podprogramy NuWro do przetwarzania plikow z
parametrami oraz symulacji jader atomowych (gaz Fermirgo, kaskada wew-
natrzjadrowa). Symulacja rozpraszanie e-m elektronow przebiega wedtug
schematu:

e Wezytuje plik z parametrami (elparams.txt). Ma on taka sama sktad-
nie i podobng liste parametréow, co odpowiadajacy mu funkcjonalnie
params.txt z NuWro. Dlatego do jego odczytu nadaja sie procedury
NuWro.

e Za pomoca procedur z NuWro losuje stany poczatkowe czastek. Ped
wchodzacego nukleonu losuje zgodnie z rozkladem Fermiego—Diracaﬂ
Ped elektronu losuje zgodnie z profilem wigzki

e Na podstawie standéw poczatkowych elektronu i nukleonu obliczam ich
stany koncowe, powstale w procesie rozpraszania elastycznego. Czastki
w stanach koricowych umieszczam w kontenerze na tzw. czastki tym-
czasowe. KEtap ten okreslany jest terminem oddzialtywanie w wierz-
chotku pierwotnym.

e Gdy czastka po opuszczeniu wierzchotka pierwotnego propaguje przez
jadro, moze zderzy¢ sie z nukleonem. Na skutek tego powstaja wtorne

8caly program zostal napisany pod katem najprostszego modelu jadra, czyli gazu Fer-
miego. W modelu tym pedy nukleonoéw opisuje rozktad Fermi-Diraca (wiecej w rozdziale

17)



nukleony i piony, ktére wchodza w reakcje z pozostatymi nukleonami.
Tworzy sie kaskada wielu czastek. Czastki, ktore zdotaty opusci¢ jadro,
umieszone zostaja w kontenerze na tzw. czastki koncowe.

e Zapisuje zdarzenia w pliku .root.
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3 Rozpraszanie elestyczne elektronéw na swo-
bodnym nukleonie

Rozpraszanie czastek to podstawowy sposob ich badania w fizyce wysokich
energii. Wielko$cig opisujaca rozpraszanie czastek jest przekrdj czynny o.
W przypadku oddzialywarn e-m jest on nieskonczony, poniewaz maja one
nieskonczony zasieg. Fakt ten pociaga za soba konieczno$é¢ zastgpienia w

obliczeniach przekroju czynnego na podwdéjny rozniczkowy przekrdj czynny

d}gf&g W tym rozdziale oméwie najprostszy przypadek oddzialywania e-m
e

ektronu ze swobodnym nukleonem, jest to proces rozpraszania elastycznego.

Do obliczenia elastycznego inkluzywnego przekroju czynnego %(e%—N —
e+ N) postuze sie rachunkiem zaburzen elektrodynamiki kwantowej. Termin
Lnkluzywny” oznacza, ze interesuja nas tylko stany rozproszonego elektronu.
Od strony eksperymentalnej wyglada to tak, iz detektor rejestruje elektron,
natomiast ignoruje nukleon.

Jak wiadomo nukleony sa, w przeciwienstwie do leptonéw, czastkami
ztozonymi - nalezg do rodziny hadronéw. Kazdy hadron tworzg trzy kwarki
w stanie zwigzanym. Aby poprawnie uwzgledni¢ wpltyw wewnetrznej struk-
tury, nalezatoby w ogolnosci wykorzysta¢ elementy chromodynamiki kwan-
towej lub modelu kwarkowo-partonowego. Na szczeScie istnieje bardziej eko-
nomiczne rozwigzanie - tzw. czynnikoéw postaci (ang . form factors). Wprowadza
sie je, zastepujac w tensorze hadronowym prad hadronowy eW~,V¥ przez
eV . Jako I'* oznaczam

(p+p)"
2M
Wyniki otrzymane w tym rozdziale postuza do wyprowadzenia (w rozdziale
H]) inkluzywnego podwojnie rézniczkowego przekroju czynnego dla rozprasza-
nia elektronéw na catym jadrze.

I = (Fi(¢*) + Fa(¢®) " — Fy(q?) (3.0.1)

Rysunek 1: Diagram Feynmana dla przypadku pradu hadronowego U~*W

11



p p'

Rysunek 2: Diagram Feynmana dla przypadku pradu hadronowego w postaci
AR

Funkcje skalarne F(¢?) i Fy(q?) to tzw. czynniki postaci (ang. form fac-
tors). Wprowadza sie je, poniewaz nukleony nie sa czastkami punktowymi
oraz posiadaja znaczacy anomalny moment magnetyczny. Form faktory sg
doswiadczalnie wyznaczane dla protonu i neutronu. Najcze$ciej wykorzysty-
wane sa form faktory w tzw. postaci dipolowej. W przypadku protonu
definiuje sie je

1+ p,7

FI(¢") = = Cold") (3.0.2)
ﬂQ):‘f+:GD@% = 1?TGD@% (3.0.3)

Up - moment magnetyczny protonu
Kp = — 1) - anomalny moment magnetyczny protonu
p = \Hp g

Natomiast dla neutronu

T
Fl(¢?) = (= Golq) (3.0
m Hn
() = 17760(@) (3.0.5)
T= —% q — transferd — pdu

Wy, - moment magnetyczny neutronu

Wspélny dla obu nukleonéw jest czynnik Gp(q?)

2 —2
q

W nierelatywistycznej teorii rozpraszania, czynnik postaci F'(q) wiaze
przekroj czynny dla rozpraszania na obiekcie ztozonym z przekrojem dla
rozpraszania na obiekcie punktowym:

12



do ) < do ) 5
- =5 |F(q)| (3.0.7)
(dQ zozZony dQ punktowy

Naturalng interpretacja F'(q) z wzoru [11.6.23|jest uznanie go za transfor-
macje Fouriera rozktadu gesto$ci materii barionowej wewnatrz nukleonu.
W przypadku relatywistycznym przekrdj czynny wyraza sie przez

dO’ . 62 E’ L H“”é(E —|—E/—E—E‘) 308
dE'dQ  (27)2¢* EEGE; " ! ' =R (3.0.8)
gdzie

4 20,2 2

L, q 2 F5(q M
LWH“:v§UMf%+@W5)+<Fﬂf%-j&ﬁf)km%mﬂ+j;f
(3.0.9)

Wyprowadzenie i zamiescitem w dodatku A1l.

4 Model jadra

4.1 Rozpraszanie elektronéw jako metoda badania mod-
eli jadrowych

Rozpraszanie elektronéw jest nadal jedng z najbardziej efektywnych technik
badania jadra atomowego. Z punktu widzenia doswiadczalnego, technika ta
posiada wiele zalet, ktore skutkuja dostepnoscia duzej iloscig danych ekspery-
mentalnych. Do zalet tych naleza:

e Duze przekroje czynne na oddzialywanie elektromagnetyczne z nuk-
leonami, a co za tym idzie - wysokie prawdopodobienstwo ,trafienia w
cel”.

e Datwos¢ wytwarzania intensywnych wiazek elektronéw (duza liczba
zdarzen w jednostce czasu i tym samym krotki czas konieczny do prze-
prowadzenia pomiaru).

e Precyzyjne sterowanie energia padajacych elektronéw (poniewaz elek-
trony posiadaja tadunek elektryczny, moga by¢ przyspieszane /opdzniane
w polu elektrycznym).
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e Precyzyjne sterowanie zbieznoscig wiazki, mozliwo$é¢ formowania jej w
paczki.

e Dobrze rozwiniete i doktadne techniki detekcji elektronéw - w prze-
ciwienstwie do czastek obojetnych elektrycznie, czastki natadowane
mozna rejestrowaé bezposrednio przez promieniowanie Czerenkowa, jo-
nizacje, promieniowanie hamowania, scyntylacje.

Za wyborem rozpraszania elektronéow jako techniki badawczej przemaw-
iajg takze argumenty natury teoretycznej:

e Oddziatywanie elektromagnetyczne opisuje QED, ktora jest teoria do-
brze zbadang i potwierdzona eksperymentalnie.

. . _ 1 . .
e Stala sprzezenia elektromagnetycznego (o = 13=) pozwala na uzycie w
obliczeniach rozwiniecia perturbacyjnego macierzy rozpraszania.

e Dostepne czynniki postaci dla oddziatywania elektromagnetycznego elek-
tronéow z nukleonami dobrze odzwierciedlajg rzeczywisto$¢ - dysponu-
jemy dobra teorig efektywna co sprawia, iz symulacje Monte Carlo
mozna przeprowadzi¢ w rozsadnym czasie.

e Elektron, podobnie jak neutrino, to lepton o malej masie. Ma to
szczegbdlne znaczenie, gdy za pomoca elektronow testujemy modele jadrowe
przeznaczone do symulacji neutrinowych.

e Llektron, jak kazdy lepton, to czastka punktowa, przez co modelowanie
jego reakcji z jadrem jest znacznie prostsze, niz zlozonych z kwarkow i
gluon6éw nukleonow.

4.2 Gaz Fermiego jako model jadra

Nierelatywistyczny gaz Fermiego to model nieoddziatujacych fermionéw zam-
knietych w pewnej objetosci V. Stanowi on, tak jak gaz Bosego, kwantowom-
echaniczny odpowiednik klasycznego gazu doskonalego.

Gaz Fermiego jest najprostszym modelem pola $redniego w fizyce nukle-
arnej [12]. Prostota analityczna stanowi dogodna podstawe do oszacowari
takich wielkosSci, jak energia wigzania nukleonu, poprawka powtokowa, en-
ergia symetrii, odlegto$¢ miedzy poziomami jednoczastkowymi [9][2][1T]. W
ramach modelu jadro rozwazane jest jako ztozone z dwoch idealnych gazow
fermionowych osobno dla protonéw i neutronéw. Parametrami tego mod-
elu sa ped Fermiego dla protonéw (p}) , ped Fermiego neutron6w (p}) oraz
energia wigzania B. Ponadto przyjmuje sie temperature gazow 1" = 0.
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Z rozwazan fizyki statystycznej wynika [19], ze w ogolnosci liczba fermionow
dN w elemencie przestrzeni fazowej gdr wynosi

gdr B gd3p - dV
exp(B) + 1 (2mh)? (exp(55) + 1)
gdzie g to czynnik degeneracji zwiazany z wewnetrznymi stopniami swobody.

Gdy scatkujemy (4.2.1) po objetosci’] oraz przejdziemy do sferycznych
wspotrzednych pedowych

AN = (4.2.1)

| gd’p - _ gdep];/ (1.2.2)
(2mh)*(exp(Z72) +1)  (2mh)3(exp(“72) + 1)

Tl <

dN =

Poniewaz przyjeliSmy ogis nierelatywistyczny, energia kinetyczna nuk-

leonu dana jest przez B = 2—

7 tego wynika, ze (4.2.2) mozna zapisa¢ w postaci

2m)2\/EdE
__gviem) QE}{_CZ (4.2.3)
4m2h3 (exp(=7F) + 1)
Gdy T'— 0 to
w— €y (424)
L L eE-p) > O(E-) (4.2.5)
_ — —€ 2.
exp(F7) + 1 g !
a gestos$c liczby czastek jest rowna
N gem)i g2m)? 2 5
=__ =2 _‘ E— FEdE = - —€7 4.2.
Vo Amnd /0 O(E —e))VE an2rs 3 (4.2.6)

Znajomo$c¢ gestosci liczby czastek pozwala wyznaczy¢ energie Fermiego

6m2h% 5
€f = (p 2y ) (4.2.7)

oraz ped i wektor falowy Fermiegd™|

9 W tym przypadku catkowanie sprowadza sie do zastapienia dV przez V.
10W jednostkach, w ktérych A = 1 nie ma réznicy miedzy pedem Fermiego i wektorem
falowym Fermiego.
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2\ 5
py=kih = (ﬁ%) h (4.2.8)

Energia Fermiego w przypadku jadra atomowego okresla maksymalna
energie kinetyczna nukleonu.

2
max p
Ey =B = \/p?+M—M%ﬁ (4.2.9)

Dane eksperymentalne wskazuja, ze rozktady gestosci protonéw i neu-
tronow wewnatrz jadra sa do siebie zblizone. Pozwala to na wyrazenie ge-
siosci protonéw (p,) i neutronéow (p,) poprzez catkowita gestos¢ nukleonow
(p = pp+ pn), liczbe protondw (Z), liczbe neutronéw (N) oraz liczbe wszys-
tkich nukleonéw (A =2 + N)

A N
p = Zp + Z,O (4.2.10)
\
Z
Pp =P (4.2.11)
N
Pn= P (4.2.12)
\
proton 67T2 Z %
neutron 67T2 N %

Modele oparte na gazie Fermiego opisuja nieoddzialujace czastki, ale w
przypadku jader atomowych nalezy uwzglednié¢ fakt zwiazania nukleonu. W
najprostszy sposob osiagga sie to wprowadzajac efektywny potencjal zwany
energia wigzania B. Wtedy energia nukleonu znajduje sie poza powloka masy
i wynosi

E=\/p?+M?-B (4.2.15)

16



k)

Rysunek 3: Kula pedowa gazu Fermiego

4.3 Przyblizenie impulsowe. Przekréj czynny dla rozprasza-
nia na jadrze. Kinematyka reakcji

Przyblizenie impulsowe polega na zatozeniu, iz wysokoenergetyczne leptony,
uderzajac w jadro, oddziatuja naraz z pojedynczym nukleonem. Teze te
mozna prosto uzasadnié. Leptonﬂ oddziatuje z hadronami poprzez bozon@
posredniczacy o pedzie |g]. Z zasady nieoznaczonosci Heisenberga wynika, ze
obszar sondowany przez ten bozon ma rozmiar 1/|q]. Dla duzych wartosci
|q] w obszarze dziatania bozonu znajduje sie co najwyzej jeden nukleon.

Przyblizenie zatamuje sie, gdy przekaz pedu jest maty, a co za tym idzie
penetrowany przez bozon obszar jest wielkosci kilku nukleonow. W takiej
sytuacji do uzyskania poprawnych wynikéw konieczne jest uwzglednienie
powstajacych w jadrze klastréw wzbudzonych nukleonéw(™?]

W tej pracy wszystkie obliczenia opierajg si¢ na zalozeniu poprawnosci
przyblizenia impulsowego. Dlatego nalezy spodziewac si¢ rozbieznodci miedzy
wynikami symulacji a danymi do§wiadczalnymi, zwlaszcza w obszarze niskich
energii elektronow.

1 Np. neutrino, elektron, mion.
12 W zaleznosci od oddzialywania jest to foton, czastka W+, W~ lub Z.
13 Lepton jest kolektywnie absorbowany na grupie nukleonéw.
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Rysunek 4: Schemat oddzialywania w przyblizeniu impulsowym. Zrédto [13].

W mysl tych zatozen podwojnie rézniczkowy przekrdj czynny na jadro
jest rOwny nastepujacej sumie

do B
dE'dQ cate jadro -

do do
= N . Nn * -J.
g (dEIdQ)Proton W jadrze i (dEldQ)neutron w jadrze (4 ’ 1)

gdzie

do / d’p et F 1 ~
= — - S(E;+E' — E—E;)L, H"
<dE,dQ)proton w jadrze Ve %,/szli7 q4 EEsz (27T)2 ( ! ) 8
(4.3.2)

q=k—kK=p' —p
VE - kula Fermiego
E, E'— energia poczatkowa i koricowa elektronu
E;, E;— energia poczatkowa i koricowa nukleonu
E; - energia nukleonu w jadrze (poza mass shell)
N,, - liczba protonéw w jadrze
N, - liczba neutronéw

Wrzor [£.3.2] przedstawia podwojnie rézniczkowy przekrdj czynny na nuk-
leon znajdujacy sie w jadrze.
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Wyrazenie wewnatrz delty Diraca w mozna przedstawié¢ jako funkcje
kata f(¢), korzystajac z

o(f(e)) = % (4.3.3)

Rysunek 5: Wektory pedu poczatkowego i koncowego

Zanim jednak wyprowadze jawna posta¢ f(¢), musze wyjasni¢, ktory
kat oznaczam ¢. Ped poczatkowy elektronu ma stata postac¢ k= (0,0, E).
Tworzy on z pedem koncowym elektronu K staty kat rozproszenia 6. Sytuacje
te obrazuje rysunek [5] Wida¢ na nim, ze

K =r+A (4.3.4)
7| = |K| - cos O (4.3.5)
|A| = |K] - sinf (4.3.6)

R=Fk K (4.3.7)
A =(A,,A,,0) (4.3.8)

Z kolei na rysunku @ przedstawiony jest kat ¢ miedzy wektorem A oraz
F = (ps,py,0), bedacy argumentem funkcji f(¢). Wektor A wiaze z F
transformacja
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B4
iy,

X

Rysunek 6: Wektor AiF

. ja
A=R.(¢)—=
()|F|

gdzie R,(¢) to macierz obrotu dookola osi z.
Jawna posta¢ f(¢) oraz f'(¢) wyznaczam nastepujaco

A (4.3.9)

f(0)=FE —Ei—E+E;=FE —E—E+\/(p+q?+M =
:E,_Ei—E+\/M2+Z32+(j2+2ﬁ(j’:
72

—F —E —E+\/E2+@+2p7=

o _f 2 T2y Ol =7 oo
—E—Ei—E—i-\/Ei—l—k: + k" — 2|k||k| cos 0 + 2pk — 2pk’ =

—E —E—F+ \/Eg R 2R cos 6 + 27k — 277 — 2| F||A| cos
(4.3.10)
F||A|si
0f(¢) _ |F[|A[sing (4.3.11)
d¢ E;
Z wzoru [1.3.10] wida¢, ze

Ef = \/Eg FR2 R — 2R |F| cos 8 + 2% — 2R — 2| F||Alcos ¢ (4.3.12)
wiec
E? + E* + E” — 2EF' cos§ + 2k — E? — 2jR

cos ¢ = —_ (4.3.13)
2|F[|Al
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Poniewaz z zasady zachowania energii wynika, ze £y = w + E; — B to

ostatecznie warunek na miejsce zerowe f(¢) przybiera postaé

E? + E*+ E? — 2EF' cos 0 + 2k — (w+ E; — B)? — 2R

cos g = ———
2[F[|A

(4.3.14)

Korzystajac z wzorow [4.3.10] [4.3.3| oraz [4.3.14] obliczam podwdjnie réz-

niczkowy przekrdj czynny

§(Ef+ E' — E — E;) L, H"

do d’p et F 1
dEdQ / npt ¢t BEEE; (2m)?
:/ &’p et F 0bd—¢)
a7 ¢* EE; (27)2 - |F||Alsing

do _do d¢_/ d’p et E L, H"
dE'dcost  dE'dQ ") ixplqt EE; (27)2 - |F||A|sin o

/ , 602 B Ly HwW
= | d'p5—=— SN
2mppq* EE; |F||Alsin ¢

o= % to stata struktury subtelne;j.
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4.4 Kaskada wewnatrzjadrowa jako model oddzialywania
w stanie koncowym

Czastki, ktore powstaja w wierzchotku pierwotnym, moga wtoérnie reagowaé
z pozostalymi nukleonami-obserwatorami. W wyniku tych reakcji powstaja
kolejne czastki, ktore podczas swej drogi wewnatrz jadra takze wchodza w
interakcje z nukleonami-obserwatorami. Powstaje kaskada, czyli przypomi-
najacy domino ciagg powiazanych reakcji. W NuWro kaskada zostata zaim-
plementowana na podstawie artykutu [22]. Zgodnie 7z implementacja:

e Polozenie wierzchotka oddzialywania pierwotnego losowane jest
zgodnie z profilem gestosci jadra

e Leptony wychodzace z wierzchotka pierwotnego zawsze opuszczaja swo-
bodnie jadro (bez interakcji z nukleonami-obserwatorami), dlatego wta-
czenie kaskady nie zmienia inkluzywnego przekroju czynnego. Sprawia
jedynie, ze czastki opuszczajace jadro moga by¢ inne niz te, ktore opu-
szczaja wierzchotek oddziatywania pierwotnego.

e Nukleony i piony wychodzace z wierzchotka pierwotnego moga zderzaé
sie z nukleonami-obserwatorami. Dochodzi do tzw. oddzialy-
wania wtoérnego.

e Nukleony i piony wychodzace z wierzchotka wtoérnego takze wchodza w
reakcje z nukleonami-obserwatorami.

e Czastki wychodzace z jednego wierzcholtka nie moga oddzialywaé z
czastkami wychodzacymi z innego wierzchotka.

e Transport czastek pomiedzy zderzeniami z nukleonami odbywa sie w
sposob semiklasyczny. Czastka opuszajac wierzchotek oddziatywania
porusza sie ruchem jednostajnie prostoliniowym w kierunku wskazy-
wanym przez swoj wektor pedu p z predkoscia |v] = ot Odlegloé

E
jaka przebywa d, losowana jest zgodnie z rozktadem

P = (575 )

gdzie \(E) = m to drednia droga swobodna, p to gestos¢ ma-
terii jadrowej, oyuq(E) to catkowity przekrdj czynny na jadro, a E
to energia czastki. JeSli reakcja zaszta w wierzchotku wtérnym, to

kierunek pedu (w uktadzie srodka masy) czastek losowany jest zgodnie

14 W uktadzie laboratoryjnym
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z 92 = Acos’0 + Bcos® + 1. Wspolezynniki A i B zaleza od typu

reakcji”| oraz efektywnej energii kinetycznej

Czastka po przebyciu odcinka d wechodzi w reakeje z nukleonem-obserwatorem.

Tworza sie nowe czgstki, ktorych ruch jest dalej symulowany.

e Jedli energia kinetyczna nukleonu jest mniejsza niz potencjal jadrowy
V = E; + 7 MeV, to nukleon pozostaje uwigziony w jadrze.

e Wartosé¢ pedu [p] nukleonu opuszczajacego jadro jest pomniejszana o
[al

wartos¢ .
Jak wiadomo, neutrina sa obojetne elektrycznie. Ich detekcja odbywa sie
w sposob posredni - przez detekcje ,,produktéw” reakeji z jadrami. Moga to
by¢ wybite nukleony, piony, lub fotony promieniowania gamma. Na przyktad
piony moga powstawac¢ zaréwno w wyniku oddziatywania pierwotnego, jak
i wtornego. Dlatego przy malej liczbie zdarzen (tak, jak to ma miejsce
w do$wiadczeniach neutrinowych) oddzielenie efektow jadrowych nastrecza
wiele trudnoéci. Zastosowanie kaskady w symulacji to jeden ze sposobow
poradzenia sobie z tym problemem. W generatorze NuWro oraz ELQEL
czastki z wierzcholéw pierwotnych i wtornych sa umieszczane w odrebnych
kontenerach, co podczas analizy wynikéw symulacji pozwala oceni¢ wplyw
efektow jadrowych.

15 proton-neutron, proton-proton
16 suma energii kinetycznych obu nukleonéw
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5 Generator zdarzen rozpraszania elektronéw

W tym rozdziale zawartem opis algorytmoéw na ktorych opiera sie moj pro-
gram ELQEL. Algorytmy te swoje dzialanie opieraja na tym co zostalo
opisane w rozdziale [3] i [, Celem przypomnienia warto wspomnie¢ zaloze-
nia, na bazie ktorych stworzytem ELQEL:

e Rozpraszanie zachodzi na skutek oddziatywania elektromagnetycznego.
Poniewaz oddziatywanie e-m ma nieskonczony catkowity przekroj czynny,
wagi zdarzenn musza by¢ proporcjonalne do rézniczkowego przekroju

czynnego. dgﬁ

e Reakcja elektronu z nukleonem symulowana jest w ramach przyblize-
nia impulsowego, jednofotonowego i przyblizenia Borna. W literaturze
anglojezycznej te trzy warunki okreslane sa terminem PWIA (Plane
Wave Impulse Approximation).

e Jadro to w przyblizeniu gaz Fermiego w temperaturze T = 0 i stalym
potencjale chemicznym p = ey.

e Stany poczatkowe elektronu i nukleonu losowane sa za pomoca procedur
NuWro.

e Energia nukleonu w jadrze jest poza powloka masy i wynosi
B - stala energia wigzania

e Ped Fermiego jest taki sam dla neutron6w jak i protonow.

e Kierunek wiazki padajacych elektronow to zawsze (0,0,1).

5.1 Algorytm implementujacy gaz Fermiego w NuWro

W gazie Fermiego funkcje falowe czastek to fale ptaskie. Fale te opisuje wek-
tor falowy. Gdy chcemy w generatorze zdarzen wybraé¢ stan poczatkowy,
nukleonu musimy wylosowaé¢ wektor falowy z tzw. kuli Fermiego. Promien
tej kuli wyznacza ped Fermiego dla danego rodzaju nukleonu. Stany o pedzie
wiekszym od k¢h sy niedostepne dla nukleonéw. Algorytm uzyty do imple-
mentacji gazu Fermiego w NuWro (klasa target) wyglada nastepujaco

1. Z rozkladem jednorodnym losuje liczbe ¢ 7z zakresu [1,A]

2. Jedli ¢ < N to ky = K} - czyli wybieram neutron
Jesli ¢ > N to ky = k:?mto” - czyli wybieram proton
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3.

4.

5.

5.2

Losuje z rozktadem réwnomiernym trzy liczby A,, A, , A, kazda z
zakresu [0,1].

Obliczam sktadowe wektora falowego nukleonu :

ky = (2A, — 1) - ky

k= (28, — 1)k

k,=(2A,—1) ks

Jesli \/k2 + k2 + k2 > k; to wracam do punktu 3

Zwracam czterowektor k = (E, ky, ky, k)

E = |k|

Algorytm generowania zdarzen

Trzonem mojego programu jest algorytm catkowania Monte Carlo za po-
moca ktorego generuje zdarzenia rozpraszania elektronéw. Dane wejsciowe
przyjmuje to:

Energia wiazania nukleonu w jadrze B (domyslnie 27 MeV),
Ped Fermiego py (domyslnie 225 MeV),

Profil energetyczny wiazki (domys$lnie monoenergetyczna)
Kierunek padajacej wiazki elektronow - zawsze (0,0, 1),

Kat rozproszenia 6,

Liczba protonow w jadrze N,

Liczba neutronéow w jadrze N,

Liczba zdarzein N ( N = number_of events).

Algorytm MC jest wykonywany w 3 etapach.

Etap I Inicjalizacja

1.

2.

Tworze obiekt treeout klasy TTree - stanowi on kontener na wszystkie
zdarzenia

Tworze obiekt dsigma_nucleus klasy TH1D - reprezentuje on histogram
przekroju czynnego na jadro

dsigma_nucleus - przekrdj czynny na jadro
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Etap IT Petla po N zdarzeniach (wykonuje number_of events powtorzen)

1. Losuje 4-ped"] elektronu k za pomoca obiektu klasy beam. Poniewaz
wigzka ma kierunek (0, 0 ;1) to czterowektor k = (E,0,0, E)

2. Losuje 4-ped nukleonu p za pomoca obiektu klasy target

E,=\pPP+ M

3. Losuje transfer energii w z zakresu (0,E)

4. Za pomoca funkcji calcCosPhi obliczam cos ¢ ze wzoru [4.3.14
5. Jesli (cos ) > 1, to wracam do podpunktu 1.

6. Tworze obiekt klasy event

7. Dodaje obiekty reprezentujace elektron i nukleon do puli czastek wejs-
ciowych zawartych w obiekcie klasy event

8. Obliczam:
energie koricowg elektronu ' = F — w
energie koricowg nukleonu Fy = w + E; — B

9. Obliczam wielko$ci z wzoréw - w odpowiedniej kolejnosci
10. Obliczam wektor A (wzor 4.3.9)

11. Obliczam 4-ped konicowy elektronu
E = (F K+ A)
12. Obliczam transfer 4-pedu
g=k—F
13. Obliczam 4-ped konicowy nukleonu
Pr=q+p
14. Obliczam iloczyny skalarne 4-pedéw p - k oraz p - k/
15. Obliczam kontrakcje L, H* (w zaleznosci, czy w podpunkcie 1 wylosowany

zostal proton badZ neutron, wybieram odpowiedni zestaw czynnikéw
postaci)

17 Tak naprawde tworze obiekt klasy particle, ktory reprezentuje czastke o okreslonym
4-pedzie, masie i kodzie PDG; klasa particle dziedziczy 7 klasy vect; klasa vect imple-
mentuje algebre 4-wektordw.
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16.

17.

18.

19.
20.

21.

Obliczam wage zdarzenia (funkcja dsigma) ze WZOYUE :

3, 6a® E' _LuH" C10-22 . 1033
o 7 7 K, < 389351072210

<013, _ 4.3
gdzie d°p = smpy

Przemnazam wage zdarzenia przez N, lub N,, w zaleznosci od rodzaju
wylosowanego nukleonu

Dodaje obiekty reprezentujace elektron i nukleon w stanie koricowym
do puli czastek tymczasowych (stuzy do tego klasa event)

Wage zdarzenia wrzucam do histogramu dsigma_nucleus
Dodaje obiekt klasy event do drzewa zdarzen

Wykonuje procedure kaskadaevent[ﬂ Za jej pomocy generowane sg,
czastki wtorne zgodnie z opisem w rozdziale[£.4] Wygenerowane czastki
umieszczane sa w kontenerze na czastki koncowe.

Etap III Zapis wynikéow symulacji

1.

6

Normalizuj histogram
dsigma_nucleus->Scale(norm)

gdzie:

_ _E
norm = -

dw - szerokos¢ binu histogramu

. Zapisuje histogramy i drzewo zdarzeni do pliku rootowskiego

Tworzenie histogramow

Srodowisko ROOT nie normalizuje automatycznie histogramow dlatego trzeba
zrobi¢ to samemu. W tym celu musimy wyznaczy¢ stata normalizacyjng
ktora wigze wyskosé przedzialu histogramu z suma wagg zdarzen nalezacych
do tego przedziatu.

18 Pochodzenie czynnika 3.8935 - 10722 - 1032 zostato wyjasnione w dodatku B.
19 Procedura ta zawarta jest w NuWro.
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) . . do
6.1 Normalizacja histogramu deoso.dE

do
d cos Oc

Zauwazmy, ze da sie wyrazi¢ przez Srednig po wagach zdarzen

do Ermaz do ZN,I wj ~ N
= —dF == F = E 6.1.1
d cos b, /E;’m dcos8.dE’ N (w) ( )
W powyzszym wzorze B! = E! . — E! . to szerokos¢ obszaru catkowania po

E’, N to liczba zdarzen a w; to waga zdarzenia j.
7 drugiej strony catke z [6.1.1) mozna zapisac jako sume po przedziatach
(binach) histogramu

E

/ Free o dE’—ih SE (6.1.2)
+ dcos 0.dE" N - b o
E
SR/
liczbe przedzialow, a przez h, sume Wag@] w przedziale b. W $rodowisku
ROOT wysoko$¢ przedziatu histograméw nie jest normalizowana, dlatego

musimy znalez¢ stalag normalizacyjng C' dla h,

Przez 0 E' oznaczam stalta szerokos$¢ przedziatu histogramu, przez n =

zdarzenia z b

hh= > w-C (6.1.3)

J

n n zdarzenia z b N
Zhb:Z( > wj).czzwj@ (6.1.4)
b=1 Jj=1

b J

Stata normalizacji wyznaczamy z warunku

n N
~ W5 o~
S hy - 0B = %E (6.1.5)
b

Korzystajac z[6.1.10| otrzymujemy

zdarzenia z b

hy-SE =Y %E' (6.1.6)
J

4

20Innymi stowy hy, to suma odpowiedniego podciagu z ciagu {w;}

N
j=1-
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zdarzenia z b

=Y i E (6.1.7)

: OE" - N
J
U
£
C=— (6.1.8)
OE" - N
Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ wyznaczenia C', wykonujemy catke
E’ n N
——dE' = hy - 0E' = ') . 6L =
[E/ ~ dcosf.dE ; ’ Z (5E’ N )
’ (6.1.9)

W celu pozbycia sie wszelkich watpliwoéci co do normalizacji zatdézmy, ze
ROOT jednak normalizuje histogramy. Wtedy

zdarzenia z b W
hy = L 6.1.10
gdzie N, oznaczam liczbe zdarzen ktore ,wpadty” do przedziatu b. Poniewaz
w metodzie Monte Carlo liczenia przekroju czynnego uzytem probkowania
prostego, wiec prawdopodobienstwo trafienia zdarzenia do kazdego przedzi-
atu jest takie samo. Dlatego Vb : N, = %
W takim wypadku dla calki z lewej strony wzoru zachodzi rownosé

B n N N
mazx do’ ~ ~ ~ w ; ~ n
—dF = hy - OE" =0F' —L = §E — =
N ~
. E .
=L W, — = (w) '
> o =
(6.1.11)
Od razu wida¢, ze
1 n E
C=—=_—" = _ 6.1.12
Ny, N N.§E ( )



.. do
6.2 NormallZ&.C_]a hlStOgramu dcoso,dcoso.dE

7z rezultatami z pracy [25], musze

2 A 3 g
Aby poréwnaé histogram Teos0,d cont. A,

najpierw go znormalizowaé¢ w specjalny spsob. Z [25] wynika, ze warunek
normalizacji to

1 eosd 150MeV | do E,=585MeV do .
Em o - E
/1 €8T /0 d cos ,d cos 0. d £, /E;=545Mev dcos 6.dE"

(6.2.1)

Dla prawej strony powyzeszego roOwnania zachodzi

E zdarzenia z b w. ~,
Ny= [ S ho-0E7 = wi | B
AT R SR S U SR R 5 3
) (6.2.2)
Przez b oznaczam te przedzialy histogramu, w ktérych F| < E' < E, nato-
miast przez

E} zdarzenia z b W,
dwl =) > v (6.2.3)
i Bl j b

sume wag zdarzen z tych przedziatow. Reszta oznaczen ma identyczne znacze-
nie, jak w poprednim podrozdziale.
Teraz warunek normalizacji wyraza sie przez

=N, (6.2.4)

1 150MeV do B
d cos @ dFE,, = —
/_1 o5 /0 d cos 6,d cos 0. dE,, N ;

Jego spetnienie wymaga, aby wysoko$¢ dwuwymiarowego histogramu H.., w
obrzaze o rozmiarze [Acosg,] X [Ap,,| wyznaczonym przez indeksy c i e, byla
dana wzorem

1

E,=const .
g do N 22 Wilee (6.25)
ce — - -4
dcosB,d cos0.dE,, |, 6,=const Acost, A, D e Zj Wilee
Przez ), w;| rozumiem sume wag zdarzetl, ktore naleza do obszaru (c,e).
ce
Wykonanie catki
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1

1 150MeV do
d cos dE,, = H. Acoso. A, =
/ oS /0 d cos 0,d cos 0. d E,, ; ’ Op = Eim

w]|ce
Ne=s——Fr~—"—"=M
Z Zcez w]‘ce
(6.2.6)

potwierdza porawno$é¢ normalizacji

6.3 Missing energy

Missing energy (zagubiona energia) to wielko$¢ uzywana do opisu zderzen
czastek elementarnych z jadrami w przypadku, gdy warunki eksperymentu
nie pozwalaja rejestrowaé¢ wszystkich czastek w stanie koncowym.

Gdy w danym eksperymencie jesteSmy w stanie rejestrowac tylko elektron
i proton, a jadro potraktujemy jak spoczywajaca ,czarna puszke”, to prawa
zachowania energii i pedu maja postacé

k=KH+p+px=px=k—k—p (6.3.1)

E+My=E+E,+Ex=Ex=E+My—F —E, (6.3.2)
gdzie

M4 - masa jadra
E, E’ — energia poczatkowa i koricowa elektronu
k:’ — ped poczatkowy i koricowy elektronu
Ey, p — energia poczatkowa i ped poczatkowy protonu
Ex,px - sumaryczna energia i ped pozostalych nierejestrowanych czastek

Gdy poza protonem i elektronem w stanie konicowym nie ma innych
czastek (np. pionow), to Ex jest energia jadra powstalego po zderzeniu
jadra, a px to jego ped.

Missing energy (albo inaczej masa niezmiennicza uktadu czastek w stanie
koricowym) definiuje wzor, gdzie M to masa protonu, a M* to masa jadra
powstatego po zderzeniu

Epm=M+\/E% +px>— My=M+ M*— M, (6.3.3)
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Kiedy nie traktujemy jadra jako ,czarnej skrzynki”, tylko jako gaz Fer-
miego i nie uwzgledniamy wplywu kaskady (tzn. ograniczamy sie do PWIA)
to otrzymujemy

k+p=FK+p (6.3.4)

E+E,-B=F +E, (6.3.5)

gdzie p’ to ped poczatkowy protonu, £, to jego energia poczatkowa, a B
energia wigzania protonu w jadrze. Porownujac wzory [6.3.1]1(6.3.2| z [6.3.4]

oraz widzimy, ze

px =-D (6.3.6)
Ex=B—E,+ M, (6.3.7)

Uwzglednienie dzialania kaskady wewnatrzjadrowej przy tworzeniu his-
d’s

d cos 9pd cos GedEm

niz jeden proton (piony oraz neutrony nie stanowia problemu gdyz ekspery-

ment opisany [25] jest na nie nieczuty ). Mozna go rozwiaza¢ liczac E,, dla

kazdego protonu osobno (a nie tylko raz dla calego zdarzenia).

togramu rodzi problem gdy w stanach koficowych jest wiecej

7 Wyniki symulacji. Werifikacja poprawno$ci
dziatania ELQEL

W tej czesci pracy przedstawitem poréwnanie wynikoéw uzyskanych za po-
moca mojego programu ELQEL z tymi przedstawionymi w artykutach [25][24].
Pozwala to oceni¢ implementacje kaskady zawartej w NuWro oraz algorytmu
przedstawionego w podrozdziale [5.2]

Wszystkie wykresy w tej pracy zostaly wykonane za pomoca $§rodowiska
ROOT. Do ich stworzenia wykorzystatlem dane z pliku zawierajacego zdarzenia,
ktore zestawitem z danymi wyekstrahowanymi za pomoca programu MathViz
7z wykreséw zawartych we wspomnianych artykutach.

7.1 Reakcje inkluzywne (e,e’)
Wykresy od do [I0] stanowia porownanie obliczonego przez moj pro-

gram inkluzywnego przekroju czynnego dE(}éQ z wynikami zawartymi w

[25]. Widaé¢ na nich, ze linia opowiadajaca moim wynikom pokrywa sie 7z
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linig dopasowanaF_r] przez autoréow artykulu. Fakt ten dowodzi poprawnosci
do

implementacji przeze mnie algorytmu liczenia dedo.

Do podobnego wniosku prowadzi takze analiza wykresow od [I1} do
chociaz widaé¢ na nich rozbieznosci miedzy tym co otrzymalem ja, a rezul-
tatami z pracy [24]. Roéznice maja charakter ilosciowy - nalezalo sie tego
spodziewaé, zwazywszy ze autorzy [24] wykorzystali lokalny gaz Fermiego@
ze sferycznie symetrycznym potencja}em@7 a ja zwykly gaz Fermiego ze staly
energia wigzania. Uzyskane przez mnie rozklady sa skoncentrowane na nieco
mniejszym przedziale, maja wickszg warto$¢ maksimum oraz nieco prze-
suniete maksimum. Swoje rozklady znormalizowatem do pola powierzchni
odpowiednich rozktadow z [24].

[E=779.5MeV q,=50.4° | e
ean .

4 —— ELQEL (Juchnowski)
*x EXP. DATA (Garino)

e = EXP. DATA FIT (Garino)

3

nb/sr/MeV
N
N o

=
3]

[

@
2

nllnnnnflannollosdhllonnaflonadlions
200 300 400 500 600 700
E' [MeV]

P B | |
100

OO

o

Rysunek 7: Inkluzywny przekroj Tedo: dla rozpraszania na 2C w funkcji
energii rozproszonego elektronu. Kat rozproszenia elektronu 6, = 50.4; en-
ergia padajacego elektronu E = 779.5 MeV; ped Fermiego ky = 215MeV,
energia wigzania nukleonu B = 28 MeV; Moje wyniki - linia ciagla; fit - 1.
kropkowana; dane eksperymentalne - symbol *

21 Autorzy dopasowali krzywa analityczna, reprezentujaca inkluzywny przekroj czynny
dla gazu Fermiego, do pewnego wycinka swoich danych doswiadczalnych (energia rozpros-
zonego elektronu 545 MeV < E’ < 585 MeV).

22 W lokalnym gazie Fermiego ped Fermiego k¢ (r, p(r)) dla nukleon6w zalezy od plozenia
w jadrze r i lokalnej gestosci p(r).

3 Energia nukleonu w jadrze dana jest wzorem E, = \/p? + M2 + V (r, ks (r)).
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E=7795MeV q,=504° | B
ean 3

8 —— ELQEL (Juchnowski )
*x EXP. DATA (Garino)

o EXP. DATA FIT (Gari no)

6

nb/sr/MeV

[

innnflnnnnfnanaflananlnadlallananflonnailons
200 300 400 500 600 700
E' [MeV]

OO

Rysunek 8: Inkluzywny przekroj Joda dQ dla rozpraszania na aluminium 2" Al;
E = 779.5; 0. = 50.4 ;ky = 234MeV; B — 28 MeV

E =779.5 MeV ¢, = 50.4° | Entries 1319290
J Mean 575.8
F —— ELQEL (Juchnowski)
16— * EXP. DATA (Garino)
Foo- EXP. DATA FIT (Garino)
14—
12
z . F
=
] C
s 8¢
c |-
6
4
2
G:HH\HH\HH\HH\Hv‘mHHJH
0 100 200 300 400 500 600 700

E' [MeV]

Rysunek 9: Inkluzywny przekroj Joda dQ dla rozpraszania na niklu **Ni; E —
779.5; 0, = 50.4 ;k;y = 23TMeV; B = 29 MeV
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E=7795MeV q,=504° | Zuiizs LR
ean .

—— ELQEL (Juchnowski )
*x EXP. DATA (Garino)
————— EXP. DATA FIT (Gari no)
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Rysunek 10: Inkluzywny przekrdj 1/ dla rozpraszania na tantalu 181y,
E = 779.5; 0, = 50.4 ;k; = 264MeV; B = 37 MeV

2 _ — Entries 1562774
[Q?=1.04 GeV E =2.015GeV | Enties 1562774

Number of events

w

N

=

1 2 &) 4 5| 6
p, [GeV]

=)

Rysunek 11: Liczba zdarzen (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 2C
w zaleznosci od pedu elektronu konicowego p.. Energia padajacych elek-
tronow E = 2.015 GeV przy Q? = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24];
czerwona linia - moje wyniki
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2 _ — Entries 780213
[Q?=1.04 GeV_E =2.015GeV | Entries 760213

7

[}

o

Number of events
w

N

-

1 2 3 4

=]

5 6
p’ [GeV]

Rysunek 12: Liczba zdarzen (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 2C
w zaleznosci od pedu koncowego protonu p’. Energia padajacych elektronow

E = 2.015 GeV przy Q? = 1.04 GeV. Crzarna linia - wyniki z [24]; czerwona
linia - moje wyniki

2_ _ 62
‘ N(q.)|Q° = 1.04GeV E =2.015GeV ;l‘a"nes 153;;3
10
g2 o
o
2 L
[ L
k] 61—
p L
g L
£ |-
2 A
Y
ol b b N e b b L
0 40 50 60 70 8 90

q. [deg]

Rysunek 13: Liczba zdarzeri rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od kata
rozproszenia elektronu 6.. Energia padajacych elektronéow E = 2.015 GeV
przy Q* = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje
wyniki
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Entries 780213

N(g,)|Q” = 1.04GeV E = 2.015GeV s 1802
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Rysunek 14: Liczba zdarzeri rozproszenia na atomie 12C w zaleznosci od kata
rozproszenia protonu ¢,. Energia padajacych elektronow E = 2.015 GeV przy
Q? = 1.04 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki

2 _ — Entries 780213
N(f,)IQ° = 1.04GeV E = 2.015GeV | Eoe 2

14

12F

0.8

Number of events
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940“"1&‘30”"1(‘56”‘1;6”‘1&‘36”‘1&‘)6”‘2(‘)6‘“2'1‘3;[‘(1‘83]20

Rysunek 15: Liczba zdarzefi rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od kata
Gep- Kat ten zawarty jest miedzy plaszczyzng kx kK a P X lg, gdzie E, K to
ped koncowy i poczatkowy elektronu, a P to ped koncowy protonu. Energia
padajacych elektronow E = 2.015 GeV przy Q? — 1.04 GeV. Czarna linia -
wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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‘ Q2 =6.77 GeV E =5.12GeV | Entries 640538

Mean 1.634
1.2?
-
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Rysunek 16: Liczba zdarzen rozproszenia na atomie >C w zaleznosci od pedu
elektronu koncowego p.. Energia padajacych elektronéw E = 5.12 GeV przy
Q? = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki

2 _ — Entries 319899
[Q?=6.77 GeV_E =5.12GeV | Entries 310699
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Rysunek 17: Liczba zdarzen rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od pedu
konicowego protonu p’. Energia padajacych elektronow E = 5.12 GeV przy
Q? = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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2 _ — Entries 640538
| N(@)IQ* = 6.77GeV E =5.12GeV Entries 640536
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Rysunek 18: Liczba zdarzeri rozproszenia na atomie 12C w zaleznosci od kata
rozproszenia elektronu 6,. Energia padajacych elektronéw E = 5.12 GeV przy
Q? = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki

[ N(@,)IQ° = 6.77GeV E =5.12GeV | Eriies 319858
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Rysunek 19: Liczba zdarzefi rozproszenia na atomie 12C w zaleznosci od kata
rozproszenia protonu ¢,. Energia padajacych elektronéw E = 5.12 GeV przy
Q? = 6.77 GeV. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 20: Liczba zdarzeri rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od
kata ¢.,. Energia padajacych elektronow E = 5.12 GeV przy Q* = 6.77 GeV.
Crzarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki

7.2 Kat rozproszenia nukleonu

W przypadku, gdy zalozymy stata wartosé¢ kata rozproszenia elektronu 6,
oraz zerowa warto$¢ pedu poczatkowego nukleonu p' = 0, kat rozproszenia
nukleonu 0, jest staly i wyraza sie przez 0.. Tg sytuacje¢ kinematycznag ilus-

truje rysunek
Zgodnie z zasada zachowania energii oraz pedu

E+M=FE+E; (7.2.1)

k=K+p=p=gq (7.2.2)

gdzie M to masa nukleonu, a pozostate symbole maja takie same znaczenie
jak w [4.3.T] oraz na stronie

Poniewaz masa spoczynkowa wysokoenergetycznych elektronéw jest zanied-
bywalna, to

(k—K)? = ¢* ~ —2kk' = —4EE'sin? (%) (7.2.3)

7 drugiej strony
¢ =w - (7.2.4)

Poniewaz p'= 0 to 4-ped koncowy jest w postac
P =(M+w,q) (7.2.5)
Rozpisujac p? = M uzyskujemy
PP=M+w?-F=M (7.2.6)
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Rysunek 21: Kinematyka rozpraszania elektronu na spoczywajacym nuk-
leonie

\
M? +w? +2Mw — §* = M?
\
2Mw = ¢ — w? (7.2.7)

Gdy skorzystamy z w? — ¢ = —4EE'sin® (
to otrzymamy

NS

)orazw:E—E’

—2Mw = —4EFE' sin® (%) (7.2.8)
a nastepnie
ME =F' (2E sin? (%) + M) (7.2.9)
ME
E (7.2.10)

B 2F sin? (%e) + M

Ped poczatkowy elektronu ma postaé k= (0,0, F), dlatego zasada zachowa-
nia pedu dla sktadowej pedu prostopadtej do Z wyraza

K| sin 0, = —|p/|sin 6, = —|¢'| sin 6, (7.2.11)
Ostatecznie
. K]
sinf, = —==-sinb, (7.2.12)
I 7=0
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Znajomosé kata 6, dla przypadku p'= 0 pozwala sprawdzi¢, czy imple-
mentacja kinematyki, w ktorej p'# 0, jest poprawna. W sytuacji realistycznej
kat rozproszenia 0, nie jest stalty, pomimo ze 0. = const, dlatego funkcja

F(cosb,) P

MAX Oe=const
Pleosd,) — /Em do 1E — do
P 0 d cos 6,d cos 0. dE" dcosbydcosbe | p, prrax
(7.2.13)

powinna mie¢ maksimum dla 6, obliczonego na podstawie wzoru [7.2.12]
Wykresy . przedstawiaja przebieg F'(cos,) dla przypadku EMAX =
150 MeV zaréwno z uwzglednieniem wptywu kaskady, jak i z jego pominie-
ciem, natomiast wykresy prezentuja sytuacje, gdy EM4X = 200 MeV.
Na wyzej wymienionych wykresach widaé, ze pole pod krzywa reprezentu-
jaca przebieg F(cos#,) z uwzglednieniem dziatania kaskady jest mniejsze
w wypadku, gdy EMAX = 150 MeV. Dzieje sie tak, poniewaz ogranicze-
nie wartosci E,, na tym poziomie skutkuje pominieciem zdarzen ze znaczng
liczba pionéw@w stanie koncowym. Wtasnie dlatego autorzy [25] przy bada-
niu reakcji (e,ep’) rozpatrywali zdarzenia z przedziatu 0 < E,, < 150 MeV.

\ E =779.5MeV g, = 50.4° | F

J — PWA ries 179168
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Rysunek 22: Funkcja F(cosf,) dla *C i 0 < E,, < 150 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25]

24 Funkcja F(cos 6,) to przekroj czynny dla rozpraszania na jadrze atomowym
wycatkowany po E,, w granicach od zera do EMAX,
25 Masa 7° to 134.95 MeV, a & to 139.57 MeV.
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Rysunek 23: Funkcja F(cos6,) dla ?"Ali 0 < E,, < 150 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25)]
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Rysunek 24: Funkcja F(cos6,) dla %¥Nii 0 < E,, < 150 MeV . Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25]
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Rysunek 25: Funkcja F(cos6,) dla ®'Ta i 0 < E,, < 150 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25)]
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Rysunek 26: Funkcja F(cosf,) dla *C i 0 < E,, < 200 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25]
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Rysunek 27: Funkcja F(cos6,) dla ?"Ali 0 < E,, < 200 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25)]
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Rysunek 28: Funkcja F(cos6,) dla %¥Nii 0 < E,, < 200 MeV . Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25]

45



E=779.5MeV q,=50.4° E

— PWA ries 183149

C —— kaskada an 063
S 0.1475

2500
2000

4500
3

n

1000

al
o
o

'_‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\

ol L b L L L L Ll
-08 -06 -04 -02 0 02 04 06

1O

0.8 1
cos(d,)

Rysunek 29: Funkcja F(cos6,) dla ®'Ta i 0 < E,, < 200 MeV. Maksimum
wstepuje dla cos(49.25°) = 0.65. Warunki kinematyczne zaczerpniete z [25)]

7.3 Reakcje (e,e’p)

W przypadku typu (e,e’p) otrzymane przez mnie wyniki znaczaco ro6znia sie
od danych z [25] i [24].

Wykresy . do . przedstawiaja przebieg dEél—ng w funkcji tzw.
m e 7
missing energy°l Przy obliczeniach postuzylem sie tym samym algoryt-

mem, jakiego uzyltem do liczenia dE'—éQeZ ta roznica, ze z pliku ze zdarzeni-
ami wydzielitem tylko zdarzenia o okreslonym kacie rozproszenia protonu[z_q
i dopiero na ich podstawie oraz danych z [25] wykonatem wykresy. Proce-
dure te przeprowadzitem zaréwno dla przypadku uwzgledniajacego oddziaty-
wanie w stanie konicowym (PWIA + kaskada), jak i bez oddzialywania (sama
PWIA).

Z kolei na wykresach od B4l do przedstawitem rozktad obserwabli
zwiazanych z protonem takich jak kat rozproszenia 6, ped, kat ¢.,. Po anal-
izie wszystkich wykresow dotyczacych reakcji (e,e’p) doszedlem do wnioskow:

e Kaskada w miare dobrze odtwarza rozktady katoéow rozproszenia pro-
tonu 6, i ¢, (wykresy do B9]). Ponadto, tak jak nalezalo sie
spodziewac, rozktady te sa bardziej rozmyte w przypadku, gdy uwzgled-
nia sie wplyw kaskady. Wyjasnienie tego faktu jest proste - czastki pow-
state w kaskadzie ,rozszerzaja” dostepna dla uktadu przestrzen fazowa
(uktad ma mozliwosé obsadzenia wiekszej ilosci stanow) i tym samym
poszerzaja przedzialy dozwolonych katow 0, 1 ¢p.

26 Patrz podrozdziat
2T Wiecej o tworzeniu histogramow - rozdziat @
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e Uzyskane przeze mnie rozktady pedu koricowego protonu (wykres i
) jakosciowo i ilosciowo odbiegaja od tych z pracy [24]. Wskazuje to,
iz algorytm kaskady w zbyt uproszczony sposéb symuluje zachowanie
protonu w jadrze.

e Wyznaczony przeze mnie przebieg dE((il—ng na wykresach -
m e D
rozni sie od wynikow z [25] - jest to spowodowane niedostatkami gazu

Fermiego jako modelu jadra atomowego, ktory nie jest w stanie odt-
worzy¢ struktury poziomow energetycznych nuklidu. Wraz ze wzrostem
kata rozproszenia protonu 6, rozbieznosci narastaja. Co wiecej, pole
pod krzywa reprezentujaca moje obliczenia jest rézne od tego pod
krzywa wyznaczona w [25].

e Rozbieznosci zwiekszaja sie wraz ze wzrostem masy nuklidu, na ktorym
zachodzi rozpraszanie. Dotyczy to takze reakcji typu (e,e’).
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Rysunek 30: Przekrdj dododa ™ funkcji E,, dla 2C . Energia wigzki elek-

tronow to 779.5 MeV, kat rozproszenia elektronu 6, = 50.4, kat rozproszenia
protonu ¢,. Linia niebieska - PWIA | linia czerwona - PWIA + kaskada, linia
czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 31: Przekroj ﬁ w funkcji E,, dla 2?Al. Energia wiazki

Q
elektronow to 779.5 MeV, kat rozpproszenia protonu elektronu 6, = 50.4, kat
rozproszenia protonu ¢,. Linia niebieska - PWIA | linia czerwona - PWIA +

kaskada, linia czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 32: Przekroj ﬁ w funkcji E,, dla *®*Ni. Energia wiazki

Q
elektronow to 779.5 MeV, kat rozpproszenia protonu elektronu 6, = 50.4, kat
rozproszenia protonu ¢,. Linia niebieska - PWIA | linia czerwona - PWIA +

kaskada, linia czarna - dane eksperymentalne z [25]
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Rysunek 33: Przekroj Jedoda W funkcji E,, dla ®1Ta. Energia wiazki elek-

tronow to 779.5 MeV, kat rozproszenia elektronu 6, = 50.4, kat rozproszenia
protonu 6,. Lewy wykres - kaskada; prawy - PWIA. Linia przerywana - moje
wyniki , linia ciagta - wyniki z [25]
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Rysunek 34: Liczba zdarzen (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie 2C
w zaleznosci od pedu koncowego protonu p’. Energia padajacych elektronow
E = 2.015 GeV przy Q? — 1.04 GeV. Lewy wykres - PWIA; prawy - kaskada.
Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 35: Liczba zdarzen (jednostki dowolne) rozproszenia na atomie
97 Au w zaleznosci od pedu koricowego protonu p’. Energia padajacych elek-
tronow E = 2.015 GeV przy Q? = 1.04 GeV. Lewy wykres - PWIA; prawy -
kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 36: Liczba zdarzeri rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od kata
rozproszenia protonu 0, . Energia padajacych elektronéw E = 2.015 GeV przy
Q? = 1.04 GeV. Ped koncowy protonu p’ € [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres
- PWIA; prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje
wyniki
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Rysunek 37: Liczba zdarzefi rozproszenia na atomie 2C w zaleznosci od kata
bep - Energia padajacych elektronow E — 2.015 GeV przy Q* = 1.04 GeV.
Ped koricowy protonu p’ € [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres - PWIA; prawy
- kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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Rysunek 38: Liczba zdarzen rozproszenia na atomie "Au w zaleznosci od
kata rozproszenia protonu ¢, . Energia padajacych elektronéw E = 2.015 GeV
przy Q? = 1.04 GeV. Ped koricowy protonu p’ € [1.1 GeV,1.3 GeV]. Lewy
wykres - PWIA; prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia
- moje wyniki
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Rysunek 39: Liczba zdarzen rozproszenia na atomie "Au w zaleznosci od
kata ¢., . Energia padajacych elektronow E — 2.015 GeV przy Q* — 1.04
GeV. Ped koricowy protonu p’ € [1.1 GeV, 1.3 GeV]. Lewy wykres - PWIA;
prawy - kaskada. Czarna linia - wyniki z [24]; czerwona linia - moje wyniki
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8 Instalacja i uzytkowanie ELQEL

ELQEL jest dodatkiem /naktadka do nieco zmodyfikowanego kodu zrodtowego
NuWro. 7 tego powodu procedura jego kompilacji jest identyczna z ta
opisana w [I8]. Po zakonczeniu procesu kompilacji powstana cztery pliki
wykonywalne el_gel, analiza.garino, analiza.N1N2, analiza.ysg.

Interfejs uzytkownika el _gel, jest prawie identyczny z tym oferowanym
przez NuWro i opisanym w [18]. Tym, co odr6znia moj program (z perspek-
tywy uzytkownika) jest nazwa domyslnego pliku wejsciowego (el_params.txt)
oraz wynikowego (el_events.root). W pliku el_params.txt zapisane sa
parametry wspolne dla wszystkich symulacji

Do kodu zrodlowego dotaczytem skrypty powloki systemowej (w tym
przypadku jest to powloka bash). Wywoluja one wyzej wymienione pliki
wykonywalne w celu wygenerowania wykresow zamieszczonych w tej pracy.
Skryptami tymi sa:

e garino.sh - tworzy on wykresy [7]- [L0] na podstawie pliku ze zdarzeni-
ami oraz danych z [25],

e N1N2.sh - tworzy on wykresy [30]- [33|na podstawie pliku ze zdarzeniami
oraz danych z [25],

e ysg.sh - tworzy on wykresy [11] - [T5] oraz [34] - [39] na podstawie pliku ze
zdarzeniami oraz danych z [24].
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9 Podsumowanie

Celem tej rozprawy bylo stworzenie programu pozwalajacego symulowaé roz-

praszanie elektronéw na jadrze atomowym z pomoca NuWro. Program ten

pozwolil uzy¢ wynikow eksperymentéw elektronowych do przetestowania gazu
Fermiego i kaskady wewnatrzjadrowej pod katem fizyki neutrin. Wybor

danych doswiadczalnych dla elektronéw jako punktu odniesienia spowodowany
byt faktem ze, eksperymenty neutrinowe sg nadal obarczone duza niepewno$-

cla pomiarowa.

Wyniki numeryczne uzyskatem metoda Monte Carlo, korzystajac z przy-
blizenia PWIA jako modelu oddzialywania z nukleonem jadra, gazu Fer-
miego jako modlu jadra, oraz kaskady jako modelu oddzialywania w stanie
koricowym (oddzialywania wtérnego).

O ile chodzi o reakcje (e,e’), to otrzymane rezultaty sa co najmniej zad-
owalajace. Z jednej strony otrzymane przez mnie rozktady 0,, ¢ep, p. kore-
sponduja z rezultatami symulacji uzyskanymi przez autorow [24]. Z drugiej

strony przebieg dE(/iéQ w znacznym stopniu pokrywaja sie z danymi doswiad-

czalnymi z [25] - w szczegdlnosci odtwarza pierwsze maksimum kwazielesty-
czne.
Moje symulacje reakcji (e,e’p) daly wyniki odbiegajace od tych zawartych
25| 1 |24]. W przypadku +——=%—=— rozbieznosci z danym doswiadczalnymi
w [ ] [ ] przyp dEmdQede 7z Z Z Y% W 7 N

zawartymi w [25] tlumacza wspomniane niedostatki modelu (gaz Fermirgo
+ PWIA + kaskada). Natomiast roznice rozkladow 6, ¢.,, p’ nalezy wiazac
z faktem, iz wykorzystany w NuWro algorytm kaskady, stworzony w koncu
lat 50., w zbyt uproszczony sposéb odtwarza zachowanie czastek wewnatrz
jadra.

Na wykresach przestawiajacych przekroje czynne dla obu rodzajow reakeji
zauwazalne jest zwickszanie sie rozbieznosci wraz ze wzrostem masy nuklidu
na ktorym zachodzi rozpraszanie. Wigza¢ to nalezy z faktem, ze proton po
opuszczeniu jadra nadal oddzialuje z nim elektromagnetycznie. Sita oddzia-
lywania jest tym wicksza im wieksza jest liczba atomowa nuklidu - niestety
uzyte przez mnie przyblizenie PWIA nie przewiduje takiej sytuacji.

Program pod wzgledem formalnym wydaje sie poprawny - a to byto celem
pracy magisterskiej. Uzycie go z funkcjg spektralng zamiast gazu Fermiego
oraz lepsza kaskada wewnatrzjadrowa powinno poprawié¢ zgodnosé z danymi
z pracy [25].
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10 Dodatek A. Srodowisko ROOT

Root to rozbudowane $rodowisko wspierajace pisanie niezaleznych od sys-
temu operacyjnego programéw do analizy danych. Powstalo w CERN-ie
na potrzeby fizyki wysokich energii, jednakze z powodzeniem stosuje sie
je w astronomii oraz eksploracji danych (data mining). Cate $rodowisko
jest udostepniane na zasadach licencji LGPIP® Zezwalaja ona na swobodng
modyfikacje catosci kodu Zrodlowego i pozniejszg publikacje zmienionej wer-
Sji.

Celem autoréw bylto stworzenie zestawu narzedzi pozwalajacych oper-
owac na duzych zbiorach danych. Ma to szczegdlne znaczenie przy tworzeniu
oprogramowania na potrzeby eksperymentow, jak LHC (przewiduje sie, ze
podczas eksperymentu dane beda generowane z predkoscia 100TB/s), ICE-
CUBE, BaBar, COMPASS, DZERO, H1, ZEUS.

7 mozliwosci, jakie oferuje Root, mozemy skorzysta¢ na trzy sposoby.
Pierwszy polega na poddaniu bibliotek wchodzacych w jego sktad konsoli-
dacji z skompilowanym programem uzytkownika. Alternatywna metoda to
uzycie interpretera jezyka C-+-+ o nazwie CINTPY| ktory pozwala na taczenie
kodu interpretowanego ze skompilowanym. Praca z interpreterem w duzej
mierze przypomina prace z programami takimi, jak MathLab, Octave lub
GnuPlot. Na wypadek, gdyby interpreter CINT nie przypadt nam do gustu,
Root zostal wyposazony w biblioteki PyROOT oraz libRuby, bedace inter-
facem (lacznikiem) dla zewnetrznych interpreteréw jezyka Python i Ruby.

Jako ze cale srodowisko to narzedzie przede wszystkim dla fizykéw, po-
siada ono bogate mozliwosci wizualizacji danych. Dostepne sa np. wykresy
jednowymiarowe (klasa TGraph i pochodne), jednowymiarowe z zaznaczonymi
niepewno$ciami (TGraphErrors), dwuwymiarowe (TGraph2D,
TGraph2DErrors), biegunowe (TGraphPolar) oraz histogramy jedno-, dwu-
i trojwymiarowe (klasy pochodne od TH1, TH2, TH3).

Instancja klasy reprezentujacej wykres lub histogram stuzy nie tylko do
wizualizacji danych, ale tez do ich analizy. Do analizy zawartych w wykre-
sach i histogramach zbioréw danych zaimplementowano metody obliczajace
sredniag wartos¢ (Tgraph::GetMean,TH1::GetMean) , odchylenie standard-
owe (Tgraph::GetRMS, TH1::GetRMS) sko$nosé¢ (TH1::GetSkewness), kur-
toze (TH1:Kurtozis), wspotezynnik korelacji (Tgraph: : CorrelationFactor),
kowariancje (Tgraph: :GetCovariance), transformacje Fouriera (TH1: :FFT)
oraz przeprowadzajace test Kolmogorowa i x? ( TH1: :KolmogorovTest, TH1: :Chi2Test).

28 LGPL - GNU Lesser General Public License - pomniejsza ogdlna powszechna licencja
GNU.

29 Tterpreter CINT uruchamiamy w systemach rodziny Unix poleceniem root, a w sys-
temie Windows root.exe.
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Ponadto Root oferuje kilka technik aproksymacyjnych - minimalizacja statystyki
X2, technike najwickszej wiarygodnosci (THL: :Fit),

aproksymacje sredniokwadratowa ( uzyta w Tgraph::LeastSquareFit)

oraz sie¢ neuronowa, zwana perceptronem wielowarstwowym (klasa
TMultilayerPerceptron).

Tym co wyréznia $rodowisko Root na tle innych bibliotek do analizy
danych, jest rozbudowany mechanizm serializacji. Przez serializacje rozu-
miem proces przeksztalcajacy obiekty w szereg bajtéow w celu zachowania
ich aktualnego stanu. Tak przetworzony obiekt mozemy zapisa¢ w pliku
lub przesta¢ sieciag do innego komputera. Wiekszo$¢ klas wchodzacych w
sktad srodowiska moze zosta¢ poddana serializacji. Do przechowywania seri-
alizowanych instancji klas stuzy specjalny format pliku (pliki posiadaja w
nazwie rozszerzenie .root). Swa strukturg przypomina on system plikow
Uniksa - poddane serializacji obiekty sa pogrupowane w katalogi i podkata-
logi

Ponad to Root oferuje:

e biblioteke do budowania graficznego interfejsu uzytkownika (oparta na
bibliotece Qt),

biblioteke wizualizacji trojwymiarowej, oparta na OpenGL,

biblioteke algebry macierzy i czterowektorow,

funkcje do manipulacji i zapisywania plikow graficznych,

biblioteke kontenerowf™|

narzedzia do rozproszonego przetwarzania danych.

11 Dodatek Al. Uzupelnienie do rozdziatu

11.1 Obraz oddzialywania a ewolucja czasowa ukladu

Podstawowym problemem w obliczaniu prawdopodobienstwa zajscia jakiegos
procesu w ramach kwantowej teorii pola jest to, iz z formalnego punktu

30Kontener (lub inaczej pojemnik, ang. container, collection) to struktura danych, ktorej
zadaniem jest przechowywanie w zorganizowany sposob zbioru danych (np. obiektow).
Najprostszym kontenerem, oferowanym przez wiekszosé jezykow, jest tablica. Kontener
umozliwia operacje dostepu, w tym dodawanie, usuwanie i wyszukiwanie danej (obiektu) w
kontenerze. W zaleznosci od przyjetej organizacji, rézne kontenery réznia sie wydajnoscia
poszczegdlnych operacji. Bardziej zlozone kontenery charakteryzowaé¢ moze specyficzna
organizacja przechowywanych danych lub istnienie dodatkowych operacji do manipulowa-
nia zawartoscia.
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widzenia zaréwno czlony swobodne lagranzjanéw i hamiltonianéw, jak rowniez
te zwigzane z oddzialywaniem, wyrazaja sie poprzez pola swobodne. Dlatego
najdogoniejszym sformutowaniem opisu ewolucji uktadéw w ramach rachunku
zaburzen wydaje sie obraz oddzialywania (patrz: (13.0.16]) i (13.0.16)), w
ktérym operatory ewoluuja zgodnie z réwnaniami dla pol swobodnychP] a
stany - z rownaniem majacym forme réwnania Schroedingera (13.0.20)).

11.2 Operator i szereg Dysona

Aby opisa¢ ewolucje czasowa stanu pomiedzy chwilami ¢; i t; w obrazie od-
dzialywania

(@, 12)) = V(ta,t1) |B(2, 1)) (11.2.1)

potrzebujemy operatora spelniajacego warunki dla operatora ewolucji cza-
sowej (unitarnosé¢, zachowanie przyczynowosci itd.), jakie spelniaja Ulty, t1) i
Up(ty, t) - zdefiniowane w dodatku C przez odpowiednio (13.0.10)), (13.0.11)),
oraz ([13.0.17). Operator taki, nazywany w literaturze operatorem
Dysona[3], moze by¢ zapisany jako pewien iloczyn U(tg,tl) oraz Uo(tg,tl).
Korzystajac z (13.0.11)) i (13.0.17) mamy

D (2, t0)) = V(ty, t1) Ul (£, t0) | (a, £1))° (11.2.2)

(@, 12)) = V(ta, 1)U (t1,10)U (t1, to) | ®(z, t0))”
B (w,t2)) = V(ta, 1)U (t1, t0) U (t1, t0) U (to, t2) | (2, t))°

|2, 12)) = V(ta, 1)U (t1,10)U (t1, t2) | D (2, 12))°

’(I)(.Z‘, tz))l = ‘A/(tQ,tl) Ag(tl, to)U(tl, t2>Uo(t2, to) |(I)<I,t2)>l (1123)

7 (11.2.3) oraz z zalozenia o unitarnosci V(f2,¢;) oczywistym wnioskiem
jest, iz
V(ta, t1) = Ul (ta, to)UT (£, ) Up(t1, to) (11.2.4)
= U (ta, t0) U (ta, 1) Up(t1, to)

31 Patrz: Dodatek C
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W przypadku, gdy mamy do czynienia z uktadem izolowanym, w ktorym
energia jest zachowana, to ewolucja takiego systemu musi byé¢ niezmien-
nicza w czasie; operatory ewolucji musza by¢ niezmiennicze na translacje
czasowa2} Implikuje to, iz:

V(tQ, tl) — V(tQ - tg, tl - to) - UOT(tQ - to, O)U(tg - to, tl - t[})UO(tl - to, 0)
) R R R R R (11.2.5)
= Ul (t3,0)U (ty — t1,0)Us(t1,0) = Ud (t2)U(ty — t1)Up(t) (11.2.6)

Rozniczkujac teraz (11.2.1)) wzgledem t5 otrzymujemy réwnanie roézniczkowe
dla V(tQ, tl)

10,V (ta, tr1) = Hi (to)V (ta, t1) (11.2.7)
Catkujac powyzsze rownanie przy warunku poczatkowym
V(to, to) = 1
otrzymamy réwnanie catkowe typu Volterry
t
Vit,ty) =1 —i/ dt HH(EOV (£, to) (11.2.8)
to

ktore mozna rozwiazad iteracyjnie

t
Vit to) = 1—@/ dtHE(t)  (11.2.9)
t
t t1 ’
...+(—i)2/ dtl/ dt HY () H}(ts)
to to

t tn—1
...—|—(—i)”/ dtl..../ dt, Hi (1)) Hi(ty) x ... x H}(t,)
to to
+o..

Korzystajac z idei iloczynu chronologicznego wprowadzonej przez Dysona[23[%%]
poprzednie rozwiniecie mozemy doprowadzi¢ do postaci, w ktorej kazde catkowanie
w nim dokonywane jest w przedziale [, ¢(]

n.

V(t,to) = i (—ﬁ)" ﬁ/tt dt; x T{HI(B). HI(E)) (11.2.10)

n=0

a ktora zwykto sie symbolicznie zapisywac:

V(t,to) = Texp {—z/t dt’H}(t’)} (11.2.11)

to

32[4], 5.63.
33 3] rozdzialy 4.5, 8.3 ; [5] rozdzialy 3.1.4 oraz 3.3.3.
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11.3 Macierz rozpraszania

Modelujac zachowanie realnych czastek, rozsagdnym rozwigzaniem jest rozpa-
trywaé stany konicowe i poczatkowe w obrazie Diraca dla czasow t — +oo i
uznaé, iz w tym rezimie sa one asymptotycznie swobodne, tzn. oddziatywanie
miedzy nimi jest zaniedbywalne (tzw. hipoteza adiabatyczna i twierdzenie
Gell-Manna i Lowa@. Co wiecej, z twierdzenia Haaga i jego pochodnych
wynika, iz z matematycznego punktu widzenia nie istnieje spojna teoria pola
z oddzialywaniem dla skoriczonych czasow|[7][8]

Ogodlnie przyjmuje sie, iz stany koncowe | f; out) i poczatkowe |i; in) naleza
do roznych przestrzeni Hilberta. Aby obliczy¢ amplitudy przejsé i inne ob-
serwable w procesie f — i, musimy skonstruowaé¢ operator S, pozwalajacy
na unitarne przechodzenie od jednej do drugiej przestrzeni Hilberta, t;j.

li;in) = S'|i; out) (11.3.1)
|fiin) = S|f;out) = (11.3.2)
|f; out) = ST[i; in) (11.3.3)

i spetniaja zatozenia operatora ewolucjiﬁ czasowej. Wten sposéb bedziemy
mogli oblicza¢ amplitudy przej$¢ miedzy dowolnymi stanami

(f;out|i;in) = (f,in|S|i,in) = Sy, (11.3.4)

Operatory w obrazie Diraca O(O“t), dzialajace w przestrzeniach stanow
koncowych pod wplywem transformacji podobienstwa z wykorzystaniem op-
eratora S, przechodza w operatory zdefiniowane na przestrzeni stanéw po-
czatkowych

~

O () = SO (1) ST (11.3.5)

<f; out ‘O(in) (x)

zzn> - <f;m ’SO“”W)( zzn> (11.3.6)

Reasumujac, oczywistym wydaje sie konstatacja, iz element macierzowy
Sy wyraza si¢ przez granic

S;i= lim <f;in“7(t,t0)

t—00,tp——00

2m> (11.3.7)

3416], [5] rozdziat 5.1.2

35 Patrz: Dodatek C.

36 Nalezy pamietaé¢, iz operator Dysona jest zdefiniowany jawnie jako operator w
reprezentacji oddziatywania, patrz (11.2.10), (11.2.11).
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lub w skrocie:

Sy = lim ( f;in Vt,—t
f

t—o00

zm> (11.3.8)

11.3.1 Propagator fotonu

o

S = lim V(t,—t) = Texp | —i / dtH;(t) | = T exp {i/d%!fint(x)]

t—o0
(11.3.9)
Wyrazenie ((11.3.9) w ogoélnosci umozliwia obliczenie amplitudy prawdopo-
dobienstwa dla dowolnego procesu. Dla przypadku rozpraszania elektronow
na swobodnych nukleonach zadowalajace wyniki otrzymamy rozwijajac S do
pierwszego rzedu rachunku zaburzer]'|

S=1 +i/d4a:ju(x)A“(:L*) =1- z‘e/d‘lx@%mu(x) (11.3.10)

gdzie j,(x) to prad leptonowy.

Aby wprowadzi¢ do (11.3.9) prad hadronowy J*(z) poprzez pole A*(x),
nalezy wykorzysta¢ rownania Maxwella. Na ich podstawie wiadomo, ze

OA*(z) — 00, A = J*(x) (11.3.11)

Réwnanie to mozna uprosci¢, przyjmujac cechowanie Lorenza 0,AY = 0.
Wtedy

OA*(z) = J"(x) (11.3.12)

Wybor tego cechowania sprawia, ze jest lorenzowsko wspolzmien-
nicze, a ponadto zapewnia, ze catka dziatania jest lorenzowsko niezmiennicza.
W QED do rozwiagzania réwnania najczesciej stosuje sie metode
funkcji Greena. Jesli zdefiniujemy niejednorodne réwnanie rézniczkowe w
postaci

LY(z) = f(z) (11.3.13)

gdzie L to pewien liniowy operator rozniczkowy, to funkcja Greena G(x,y)
odpowiadajaca temu operatorowi spetnia

LG(x,y) =d(x —y) (11.3.14)

37 Pierwszy rzad rachunku zaburzen okres§lany jest mianem przyblizenia jedno-

fotonowego, gdyz w rozwinieciu S wystepuje jedno pole A*(z); przypadek ten ilustruje
diagram Feynmana na rysunku 1.
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Poniewaz
/LG(-’L’,y)f(y)dy = /5(96 —y)f(y)dy = f(x) = LY(x) (11.3.15)

to z liniowosci L otrzymujemy

LY (z) = L/G(x,y)f(y)dy (11.3.16)

Tak wiec rozwiazanie W(z) wyraza sie przez calke z iloczynu funkeji Greena’a
i cztonu zrodlowego f(x)

U(z) = /G(sc,y)f(y)dy (11.3.17)

Z (11.3.17) wynika, iz w przypadku rownania JA* = J* rozwigzanie jest
W postaci

A () = /Dp(x,y)J“(y)dy (11.3.18)

gdzie Dp(x,y) to poszukiwana przez nas funkcja Greena (propagator fotonu).
Operator D’Alamberta [ jest sumg drugich pochodnych, co gwarantuje jego
translacyjnag niezmienniczo$é. W efekcie propagator fotonu zalezy jedynie od
réznicy zmiennych x i y.

Dp(x,y) = Dp(z —y) (11.3.19)

Teraz nalezy znalezé jawng postaé¢ propagatora. Na mocy ((11.3.14))
ODp(x —y) =6(x —y) (11.3.20)

Prawa strona powyzszego rownania to delta Diraca, ktorg mozna przedstawic¢
za pomocy catki

oz —y) = L4 iate (11.3.21)
T — (2@46 3.

Z kolei odwrotna transformacja Fouriera funkcji Greena formalnie ma zawsze
postac

d* ,
Dp(z —y) = / S (11.3.22)
(2m)*
Jak wida¢ rownanie ((11.3.20)) jest spelnione, gdy
1
Dr(a) =~ (11.3.23)



Ostatecznie pole magnetyczne zadane jest wzorem

AP dlg ey 11.3.24
(x)——/wm (y) (11.3.24)

Gdy wstawimy pole magnetyczne w postaci (11.3.24)) do ([11.3.10) otrzy-

mamyEg]
S =i / d'x () A (x) = d / d%/ d*yju(x) Dr(x — y)J"(y)
z—y)

z(f
_ 4 4 -
__Z/d /d / 27) 4‘7“ @ +ie )

11.3.2 Przyblizenie fal ptaskich

(11.3.25)

Gdy znamy juz jawna posta¢ macierzy S, musimy sprecyzowac, o jakie stany
jednoczastkowe elektronu i nukleonu nam chodzi. W przypadku elektronu
padajacego rozproszonego przyjmuje, ze opisuje go fala plaska@ 0 4-pedzie
odpowiednio k = (F, k) ik = (E’E ). Jesli chodzi o nukleony przyjatem, ze
stany poczatkowy |p) i koricowy |p’) sa tez falami ptaskimi o Scisle okreslonym
4-pedzie, odpowiednio p = (E;,p) i k¥ = (Ef.p’). Osteczna postaé¢ stanu
poczatkowego ukladu nukleon-nukleon to |i) = |ke) ® |p), a konicowego |f) =
k) @ [p).
Amplitude prawdopodobieristwa dla rozproszenia ze stanu |i) do | f) okresla

element macierzowy Sy;
2 (K| () B (' J# () p)e 9=~

_ 4 4
R Z/d /d (11.3.26)

Kolejnym krokiem jest wykonanie calki po d*z we wzorze[11.3.26f W tym
celu najpierw nalezy uwzglednié¢ fakty, ze

1

Ju(z) = e ™04, (Z,0)e ™ (11.3.27)
Jiy) = e r(57,0)e v (11.3.28)
M)y = ey) (11.3.29)

38 Poniewaz nie interesujg nas przypadki, gdy stan poczatkowy jest taki sam jak koncowy
(czyli gdy nie zaszlo oddzialywanie), od teraz w wyrazeniach na S bede pomija¢ wyraz
rowny macierzy jedostkowej 1.

39 Jest to tzw. przyblizenie Borna.
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aby otrzymac

d 1 . )
/d4 /d4 / q /|€_1Hm0j#(f7 0>62Hx0|k>

(p re Hin Ji(i7,0)e" o0 |p)e (=)
I 4 dq Lo oz R,
_ /d /d/ 3 W13, 0) 1K) 0“7, O)lp)
q(Z—)
_—z/d3 /d3 7 2 W1, 0) 0y w17 7,0) )
4E=D (271)8(qo + E' — E)(2m)0(Ey — E; — qo)

(-7 e
3 3 dgq 1 1
=—i [ d® [ d% (K']73.(Z, 0)|k) (P J"(4,0)Ip)
x ezq(ﬂc y)5(Ef +FE — FE—E)

—izo(qo+E —F) —zyO(Ef—Ei—qo)

dql

(11.3.30)
Nastepnie wykorzystujac
e PE|Y = R|k) (11.3.31)
) —— 2 (11.3.32)
Ju(@0) = €T, (0)e7 (11.3.33)

otrzymujemy

3 3 dgq 1 sz _iPz 1o
=—i [ & | &Py Ju(0)e™ k) (p'|J* (¥, 0)|p)
< ew y>5(Ef VB - E-E)

/ o / & / ;rqa K O (77, 0) )

x e WK -D5(p. 4 '~ F — )

/ /dq L K1, ) 1T 0)l)

x e (21383 (k — k' — Q)0(E; + E' — E — E))
(11.3.34)

Aby ostatecznie pozbyé¢ sie calek z wyrazenia na element macierzy rozprasza-
nia stosujemy
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ePrp)y = *p) (11.3.35)
ePrpy = eIk (11.3.36)
JHE0) = €PTj,(0)e T (11.3.37)

1 otrzymujemy

/ &y / dSq@ (K15, (0)[k) (/| J#(F, 0)|p)e T

x 8k — kK — Q)0(Es + E' — E — E;)
= [ @y [ @ WO T ) e

x 8%k — k' — )0(E; + E' — E — E})
/ &y / d3q— (K3, (0)| ) (p/| J*(0) [p) e 7T+

x 8k — kK — Q)0(E; + E' — E — E))
—— [ q) K15,0)E) (/1T (0)[p)6*G — 7 + )

x 8k — kK — Qo(E; + E' — E — E))

(11.3.38)

- (2;)4i (K15, (0) k) (' |7(0) [p)8* (5 + K =k — )

x §(E; + E' — E — E;)

Aby uprosci¢ zapis, wprowadzitlem tzw. amplitude niezmiennicza

CO e, 0 /1 )l (11.3.30

co pozwala zapisa¢ Sy; w zwarte]j formie

S;i = —iMy(p + k' —k —p)d(E; + E' — E — E)) (11.3.40)

11.4 Prawdopodobienstwo reakcji

Jak juz wczesniej wspomnialem, element macierzy Sy; to amplituda przejs-
cia ze stanu |i) do |f). W elemencie tym zawarta jest delta Diraca. Gdy
chcemy obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia Py = |S fi|2, napotykamy na
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problem, poniewaz delta Diraca to dystrybucja, dla ktoérej nie istnej operacja
potegowania.

Aby ominaé te przeszkode przyjmiemy, ze caly rozwazany przez nas uktad
znajduje sic w pudle o makroskopowej objetosci V' = L3 i utozsamionymi
przeciwlegtymi punktami’[I]. W efekcie ped czastek w pudle jest skwan-
towany

p= f(n17n27n3) (11.4.1)

ni,no,n3 € {0,+£1,+2, +£3...}

a trojwymiarowa funkcja delta przybiera postaé

. 1 T
03 (P — py) = Gy / A3 et PiPr)7 — (2—:)35@@ (11.4.2)
v

W mysl teorii rozpraszania stany poczatkowe i koricowe maja miejsce
odpowiednio dla czasu T' = —oco0 i T = oo. W przypadku periodycznego
pudta nalezy sie spodziewaé, ze dla || — oo reakcje rozproszenia beda
sie powtarza¢ nieskoriczong liczbe razy. Dlatego czastke musimy zamknaé¢
dodatkowo w ,pudle czasowym”[I] oraz przyja¢ T' << oo, lecz na tyle duze,
aby pozosta¢ w zgodzie z teorig rozpraszania.

T/2
1 4 T
or(E; — Ef) = — dte’ BBt = —_ 5, 11.4.3
7 r) o) / e 5. OB..E; ( )
~T/2

Wprowadzenie pudla pozwala potraktowaé¢ kwadrat funkcji delta jako
iloczynu jej samej z gestoscia standéw pedowych

(6% (5: — 57)]” = <%> Op, 5y = (2—‘;)353(@ — ) (11.4.4)

lub jako iloczyn z %

T\? T
[67(E; — Ep))° = (%> Or.p; = 5-0r(E; — Ey) (11.4.5)

Wykorzystujac powyzsze wlasnosci oraz(11.3.40, otrzymujemy prawdopo-
dobienstwo zajécia reakcji w odstepie czasu T i objetosci V

40 Nakladamy periodyczne warunki brzegowe.
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Z kolei kwadrat amplitudy niezmienniczej wynosi

T - g
Py = [Spl> = My %6T(Ef+E’—E—Ei) 63 (k—K - +p) (11.4.6)

IMy|* =

(2;2 (K'17.0) k) (P J*(0) [p) (K|, (0) [R)* (0| T (0) [p) " (11.4.7)

Przy obliczaniu elementu macierzy rozpraszania zatozytem, ze stany kon-
cowe i poczatkowe sa falami ptaskimi o okreslonym pedzie, pomijajac, celem
wstepnego uproszczenia obliczen, sprawe spinu.

Obecnie wiekszos¢ eksperymentéw neutrinowych koncentruje sie na bada-
niu ich oscylacji. W doswiadczeniach tych wiazka neutrin jest niespolary-
zowana, a spin czastek wtoérnych nie jest mierzony. Z tego powodu modele
oddzialywan zaimplementowane w NuWro sa ,Slepe na spin. Wymaga to,
abym przy wyprowadzaniu przekroju czynnego dla rozpraszania elektronow
usrednit po dozwolonych rzutach spinu - potrzebna jest zmiana postaci am-
plitudy niezmienniczej na

P =L ST B )k ) 0, 1) )
4= ¢ ’ (11.4.8)

(K, 813, (0)]k, )™ (p', 7|7 (0) [p, )

Z kwadratu My; wygodnie jest wydzieli¢ cze$¢ leptonowa

—Z 5'15,,(0) |k, ) (K, 8')5, (0) |k, s)" (11.4.9)

s,s’

oraz hadronowa
—Zp v [J4(0) |p, )P 7] T (0) |p, 7) (11.4.10)

Dla czesci leptonoweJ zachodzi

—Z 15 (0) I, 5) ' 5/ (O) [k, 5" =
) ) (11.4.11)
1 Z (e\pS, D) (T2 03 ())
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Rozwazane przez mnie czastki znajduja sie w pudle o objetosci V, co
sprawia, ze ich funkcje falowe sa znormalizowane w tej objetosci

s _L mus e—ika:
@bk(w)—\/v\/; (k) (11.4.12)

dlatego czes¢ leptonowg wyraza si¢ przez tensor leptonowy L, w nastepu-
jacy sposob

3 2 (T 0i@) (T vi(w) =
o | . (11.4.13)
= vapm 2 (7 WD) (0w () = g

s,s’

Podobnie rzecz ma sie z czescig hadronowa, ktora wyraza sie przez tensor
hadronowy H*”

%Z (@ (@)T, ) () ) <€\I/;:(x)FV\IJ;(x)>* _
2 (11.4.14)

2.2 *
= %% EeE, > (ﬂ (p’)F“U’”(p)> (ﬂ’”’ (p’)F”U’”(p)> - V;E "

7

/

2 . o : .
Teraz [My;|” da si¢ zapisa¢ w zwartej formie

(2m)8 et

My|* =
My ¢* VAEE'EE,

L, H" (11.4.15)

11.5 Tensor leptonowy

W podrozdziale tym przeksztalce tensor leptonowy

L = 5 > ( W ()) (5 (K (k) (11.5.1)

do postaci kombinacji 4-pedéw k i k' oraz metryki g,
W pierwszym kroku nalezy pokazac, ze prad leptonowy jest hermitowski

(K () = (@K u(0) " = (k) =
= wt (k) () = a0 ou(k) = alk)yu(k)
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Nastepnie, sumujac po rzutach spinu i korzystajac z relacji zupetnosci dla
spinorow > uf (k)ug(k) = 5 (K", + M),z Otrzymamy

m? 3 (@ Kyt () (@0 v ()
- 2 L (K, + L k'
= 5 VpasVopo g (K +m) g, 5 (K075 +m),,,

Tr [y, (K7 + m) 3 (K7 +m)] (11.5.3)

Tr [(3u9ek” + pm) (w35k” + 7m)]

=T (Va0 sk + Yk m 4+ sk o m + ym?]

Obliczanie §ladu jest operacja liniowa, dlatego [11.5.3| mozna rozpisa¢ do
postaci

1 1 1
g [V k sk + S Tr ek ym] + ST [V, 775k m] +
. (11.5.4)

—i—gTr [fyl/y,,mQ]

Gdy jeszcze uwzglednimy

Tr {9777} =4(g"9°" — g"°g"" + ¢""9")

11.5.5
Tr{y"y"} = 4g" (11.5.5)
to
1 T1.10 1 2
Lyw = gTx Vs KRS + gIr {7} m
1
-5 (g,uTgl/5 — GuvGrs + g,uégrz/) ka/§ + —gm,mQ (1156)

2

NSRS NN T

(kzuk‘l', + kykrl; — gukk’ + gm,mQ)

Poniewaz m? << |k||k’| w tensorze leptonowym mozemy pomingé wyraz

2
Gu™

L (kuk, + kK, — g kk') (11.5.7)

DN | —

w =
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11.6 Macierz ['*

Tensor hadronowy ma postac

v 1 hard hard v
HY = -M? Y (a(p)Tu(p)) (@(p)lu(p) (11.6.1)
spin
['* to macierz hermitowska niezmiennicza ze wzgledu na transformacje
Lorentza oraz transformujaca sie jak wektor. W ogoélnym przypadku taka
macierz da sie zbudowa¢ z macierzy 1, ~*, o*’, 4-pedow p i p’ funkcji
skalarnychf'T| oraz statych takich, jak tadunek elementarny czy masa czastek.

I* = Ap# + Bp'* + Cy* + Do p, + Ec™p, (11.6.2)

Jak wiemy o = %[y v"]. W zwiazku z tym nasuwa si¢ pytanie: czy
wyrazy zawierajace funkcje D i E dadza sie zapisa¢ jako kombinacje macierzy
gamma oraz odpowiednich 4-pedow? Zauwazmy, ze czastki znajduja sie na
powloce masy, a ponadto

{2 = A" A =2 (11.6.3)
Y, Y] = Ay = Ay = Aty — (29" — AHY) = 290 — 29" (11.6.4)

Czyli na mocy réownania Diraca (i9"p, — M) u(p) = 0 dostaje

= v i = v - v v
u(p) Do p,u(p) = D=u [y, 7" pyu(p) = Dia (Y*4"p, — ¢"p,) u(p)
= Du (M~" —ip") u(p)

(\V]

(11.6.5)
W analogiczny sposob, wykorzystujac sprzezone réwnanie Diraca
u(p) (iy"py — M) = 0, otrzymuje
u(p)Ec"pyu(p) = Eu (M~* — ip") u(p) (11.6.6)

Hipoteza okazala sie prawdziwa, co automatycznie redukuje [11.6.2] do
sumy tylko trzech wyrazow

' = Apt + Bp™ + C* (11.6.7)

Kolejny wiaz na posta¢ I'* wynika z twierdzenia Noether, ktore wymaga
aby prad elektromagnetyczny byt zachowany 0, J* = 0. Z hermitowskosci
J#, a tym samym hermitowskosci I'* oraz

41 Oznaczam je A,B,C,D,E
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Ol = —i | By, "] (11.6.8)

P, |p) = pulp) (11.6.9)

mamy

(P10, J" | p) = —i <p’ p> (11.6.10)
=—i (' |J"p) (0}, — pu) = =i (' |J*|P) g = 0

Warunek (p'|J*| p) g, = 0 pociaga za soba| a(p/)[*u(p) = 0, stad

quu(p')(Ap" + Bp™" 4+ Cy*)u(p) = a(p')(Apq + Bp'q + Cv"q.)u(p) =
= a(p')(Ap(p' — p) + BY' (o —p) + C(¥"p), —~ pu))U(p)
= a(p))(A(pp' — M?) + B(M? — pp))u(p) =

(11 11)

Rownanie [11.6.11] jest spelnione, gdy A=B, a C jest dowolna funkcja.
=A@t +p*")+ Cy* (11.6.12)

W ogolnosci A i C sg funkcjami dwoch zmiennych p i p’. Poniewaz mamy
swobode wyboru tych funkcji, nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyjac, ze
sa one zalezne od skalara zbudowanego z pedu koncowego i poczatkowego
nukleonu. Z p i p’ mozna zbudowaé nastepujace skalary

pr=M (11.6.13)

pPP=M (11.6.14)

pp’ (11.6.15)

¢ = —p)?=2M*—2pp (11.6.16)

7 posrod nich najwiecej informacji o ukladzieFE] zawiera zmienna ¢2, dlat-
ego od niej zaleze¢ beda funkcje A i C. Aby zapewnié sobie wygode prowadzenia
obliczen, przyjatem

B
¢=- 2M
A= F(¢°) + Fx(¢%)
I

12 To tzw. tozsamo$é Ward’a [10].
43 Masa, ped, kat rozproszenia czastek.
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(p+p)"

2M

Funkcje skalarne F(¢?) i Fy(q?) to tzw. czynniki postaci (ang. form fac-
tors). Wprowadza sie je, poniewaz nukleony nie sa czastkami punktowymi
oraz posiadaja znaczacy anomalny moment magnetyczny. Form faktory sg
doswiadczalnie wyznaczane dla protonu i neutronu. NajczeSciej wykorzysty-
wane sa form faktory w tzw. postaci dipolowej. W przypadku protonu
definiuje sie je

I = (Fi(¢®) + Fa(g?) v — Fy(q?) (11.6.17)

L+ ppt

Fi(¢") = = Gnle) (11.6.18)
py — 1 K
() = 1p+7_GD(q2) = H”TGD(q?) (11.6.19)

My - moment magnetyczn protonu
kp = (pp — 1) - anomalny moment magnetyczny protonu

Natomiast dla neutronu

(@) = 2T 2 11.6.2

(%) 1+7_GD(Q) (11.6.20)
m( 2 _ /Ln 2

) = 77Gnld) (11.6.21)

My - moment magnetyczn neutronu

Wspolny dla obu nukleonéw jest czynnik Gp(q?)

2

-2
2 _ q
Gp(q°) = (1 —O, 71G€V2) (11.6.22)

W nierelatywistycznej teorii rozpraszania czynnik postaci F'(¢) wiaze prze-
kr6j czynny dla rozpraszania na obiekcie ztozonym z przekrojem dla rozprasza
nia na obiekcie punktowym:

do ) < do ) 5
il = (== 1F(q)| (11.6.23)
(dQ zlozZony dQ punktowy

Naturalng interpretacja F(q) z wzoru jest uznanie go za trans-
formacje Fouriera rozktadu gestosci materii barionowej wewnatrz nukleonu.
Analogicznie traktuje sie znaczenie fizyczne tzw. elektrycznego i magnety-
cznego czynnika postaci.
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Gelq) = Fi(q) — 7F(q) (11.6.24)
Gulq) = Fi(q) + Fa(q) (11.6.25)

I tak Gg(q) to transformacja Fouriera rozktadu fadunkéow w nukleonie, a
Gr(q) to transformacja rozktadu momentu magnetycznego.

11.7 Tensor hadronowy

Teraz mozemy przejs¢ do obliczenia tensora hadronowego. Postepujac ana-
logicznie jak w przypadku tensora leptonowego, otrzymamy

B %M 2y @@ up) @@eru@))
= éTr { ((Fl(qQ) + Fy(¢?) " — FQE\QJ)(p +p')" ) (/+ M)

(¢*) + F2(q”)) 7" — ola) (p+ p’)”) (7 + M)}

spin

2M

7N
—
o

(Fi(6®) + Fa(q®)” Te {v* (¢ + M) ~" (4 + M)}
2)

| —

+

_ AW|H
ro |
==

) 0+ 7)" (0 +9) T {(F+ M) (F + M)}

Fy(q?)
2M

e

(¢*) + F>(q%)) (p+ ) Te{(y+ M)~ (y + M)}

|
—
w
—
L)
(V]
~—
+
5
—
L)
[ V)
~—
~—

(p+p)" Te{(y+ M)y (y + M)}

+

N T NN =
2
—
L=
[N}
N—"

(p+p)"M(p+yp)
Fy
Wi

—

=
[\

~—

(p+p)" M@p+p)

|
—~

Fi(¢®) + F(¢%))
(11.7.1)

Stosujac podstawienie p’ = p + ¢ dostajemy
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1
" =5 [(F'(@®) + F2(@)" (209" + (0" + 'a") + g (M? = M? = pq))

F q2 2 14 v v 4
+( 2( >> (2M? + pq) (4p"p" + ¢"¢” + 2 (p'q" + p"q"))

2M
_FQ(qz)FQ F2M24‘LLV BV 49 (pha v
oap (FL(@) + Fal@)) M* (4p"p" + ¢"¢" + 2 (0" + p"¢"))
(11.7.2)
Koncowa postaé tensora to
2 1 ny qﬂql/ 2 2 21) 2
H =1\9 - ¢ (Fi(¢®) + Fa(q%))
(11.7.3)

pq , D, 5 (q%)
+ (p“ - ?q“) (p L ) (Ff(ff) “ e ¢

11.8 Kontrakcja tensora hadronowego i leptonowego

Tensor H* mozna rozdzieli¢ na dwie czesci

HW = H™ + HY (11.8.1)
gdzie

r 7y ,qu2 2 21\ 2 o v 2.2 F22(q2) 2
H" =g Z(FI(Q)+F2(Q )" +p'p Fi(¢") — 5574 (11.8.2)

-~ F3(q%) 5\ pq p
v o__ 27 2 2 2 v v v v
" = (F ) = ) @ (p“q IS ?“’> (11.83)

Zasade zachowania pradu e-m wyraza warunek

(K'[jul k) ¢ =0 (11.8.4)
a ponieway,
(K3l k) (K" 1| k)" o Ly (11.8.5)
to
qMLuV = qVL;w =0 (1186)
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Zauwazmy, ze wszystkie wyrazy w H}Y" zawieraja ¢ oraz ¢”. Dlatego na

mocy [I1.8.6] mamy
L, HY =0 (11.8.7)

Korzystajac z tego faktu, uzyskujemy

Ly H™ = Ly (0" + HY" ) = Lo 1 =
2

8 4M?

(11.8.8)

Mase elektronu pomijamy, dlatego ¢ = (k — k')? = —2kk’. W efekcie
catkowita kontrakcja tensora leptonowego i hydronowego daje

bt = i+ )+ (1t = 00 [« 2]
(11.8.9)

11.9 Roézniczkowy przekrdj czynny

Przekroj czynny dla reakcji dwuciatowej definiuje sie jako prawdopodobien-
stwo zaj$cia zdarzenia w jednostce czasu % przypadajacej na jednostkowy
strumient ¢

P
= Ta

Liczac przekrdj czynny, musimy przyjac jako stala stan poczatkowy i wy-
catkowaé po stanach koncowych. Dlatego prawdopodobienstwo rozproszenia

dP do stanéow o pedach kor’lcowyc w wycinku przestrzeni fazowej d*k’d%p/
okresla wyrazenie

o (11.9.1)

VakK Vdiy
dP = |S¢i| ——= 11.9.2
Strumien czgstek padajacych ze wzoru(11.9.1|zdefiniowany jest jako iloczyn

1 (p1p2)?—mim3
%4 Eq1Eq

. .. 2 . , . ., .. ..
Znajac juz |Sy|”, jesteSmy w stanie napisa¢ wyrazenie na do w bardziej
jawnej, niezaleznej od czasu postac{ 19|

gestosci > oraz predkosci wzglednej u =

44 Wycatkowanie po d*k’d®p’ jest réwnoznaczne catkowaniu po stanach koricowych |f).

45 W rozwazanych przez nas procesach u =~ 1.

46 Poniewaz przekroj czynny nie zalezy juz od czasu, mozemy przejé¢ z T — oo, €O
automatyczne skutkuje r(E; + E' — E — E;) - §(Ef + E' — E — E;).

76

% (FI(QZ) + F2(q2))2 (—2]{;k’) + <F12(q2) . Fg(qz)q2> [(pk)(pk') . MTQI{EIC/

|



1% VK VA
5(k— kK — - Ty =
G VK =P D) (o GV
V4 S
= —— My?0(Ef + E' — E— E)oS(k — K — ¢ + p)d®k'd%p

(27-‘-)10
(11.9.3)

do = [Mp|*0(E; + E' — E — E;)——

W pracy tej rozwazam wysokoenergetyczne elektrony[zj, dlatego (wszedzie
tam, gdzie wystepuja wyrazenia zawierajace ich energie) moge pominac¢ ich
mas Oznacza to, iz B = k2 +m? ~ k2. W efekcie catkowanie po pedzie
koncowym sprowadza si¢ do catkowania po energii konicowej i kacie brytowym
rozproszenia

d*k = K2dk'dQ = E?dEdQ (11.9.4)

Na podstawie[11.4.15 podwojnie rézniczkowy inkluzywny{™| przekroj czynny
mozna zapisa¢ w formie niezaleznej od objetosci|

do e? E -
= Py —— L, H"5(E;+ F — E — E;)§° F—Fk—p) =
dEd0 ~ (27)? / VB, E O E O+ P)
e2 E’
— L., H"§(E;+FE —F — E
(2m)%q* EEfE; " ! >ﬁ:ﬁ+E—E/
(11.9.5)

12 Dodatek B

Tworcy NuWro przyjeli uktad jednostek, w ktorych A = ¢ = 1, w skutek
czego ped, masa i energia maja ten sam wymiar. Ponadto jako podstawows
jednostke energii przyjeli MeV. Z tego powodu catka ze wzoru ma
wymiar roéwny

47 O energiach od 779.5 do 2.015 MeV.

48 Masa elektronu to 0.51 MeV.

49 0d strony obliczeniowej oznacza to, ze musimy wycatkowaé po wszystkich mozliwych
pedach koricowych nukleonu.

50 Poniewaz przekrdj czynny nie zalezy juz od objetosci, mozemy przejs¢ z V' — oo, co
automatyczne skutkuje &5 (9 + F—k—p)— 8@ + K —k—p).
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d’p E' L, H"™ d? E
3p4 S| = 3p4 =— | - [L"Hu| =
Ppq* EE; |F||A| Prq* EE;|F||A
&Pp F A MeV?  MeV (12.0.6)
p—t - pury pry . f— . 6
Prq¢* EE;|F||A| MeV3MeV* MeV4

=MeV™"-MeV*= MeV ™3

W wielu publikacjach oraz bazach danych z wynikami eksperymentéw prze-

kr6j czynny podawany jest w gg/ Dlatego aby 4.3.17| otrzymata taki sam

wymiar, konieczne jest pomnozenie jej przez czynnik (hc)?

he = 197.32MeV x fm = 197.32MeV x 107 °m
=197.32MeV x 10~ ¥em (12.0.7)
= 1.9732MeV x 10~ Hem

(hc)? = 3.8935MeV? x 10~*%cm? (12.0.8)
Sprawdzmy, czy otrzymamy wynik o wlasciwym wymiarze czyli é’z‘i
(he)? - Mev— — 38035 x 10-2- _ 38035 x 10-9™  (12.09)
c)* - Me = 3. — = 9. 7 Y
MeV Ge

Na koniec mozna calo$é¢ pomnozy¢ przez stala bezwymiarows 1039, aby
uzyska¢ wygodng skale na wykresach.

13 Dodatek C. Obrazy w kwantowej teorii pola

Nim rozpoczniemy obliczenie przekroju czynnego, koniecznym jest obliczenie
prawdopodobienstwa przejécia miedzy przygotowanym stanem poczgtkowym
a konicowym w obecno$ci oddzialywania. Wymaga to zbadania ewolucji w
czasie operatorow pol.

Ze wzgledu na analogie miedzy klasyczna a kwantowa teorig pola natural-
nym wydaje sie wybra¢ operatory i stany w obrazie Heisenberga. W reprezen-
tacji tej stany sg niezalezne od czasu, natomiast pola zalezg od niego. Prze-
jscie od reprezentacji Schroedingera do Heisenberga wyraza sie wzorami’|

) = exp[(—iHS(t, to)(t — to)] albo spelnia row-
. Elementarnie mozna pokaz, iz wtedy H® =
9(t) dla unitarnej ewolucji czasowej; patrz tez: [4] .

L Milczaco zaktadamy, ze AU (t, to
nanje Z'atUgt,to) = HSA(t,lfo)U(t, 0)
i0;UT (t,t0)U (t,to) oraz HS(t, tg) = H
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UH (2, 8) = UL(L, to) U5 (x, 1) U (2, o) (13.0.10)
1D () = UL, to) |®(x, 1))° (13.0.11)

gdzie @S(x, to) to operator w obrazie Schroedingera - parametryzowany jest
przez stala g, ktorej wartosé jest arbitralna - formalnie wiec operator ten nie
zalezy od czasu; |®(x,t))° to odpowiedni stan w/w reprezentacji.

Poniewaz zmiana obrazu nie moze wptywac¢ na mierzone w rzeczywistosci
wartosci (prawdopodobieristwo przej$cia miedzy stanami, wartosci $rednie
obserwabli ), operator U musi by¢ unitarny.

Chociaz prawa strona ((13.0.11)) zalezy formalnie od czasu t, to gdy zrozniczku-
jemy obie strony po tej zmiennej, okaze sie, zgodnie z zalozeniem, ze stany
w reprezentacji Heisenberga od czasu nie zaleza:

iy | ()" = i, [U1 (¢, to)]
= —Ut(t,t0)H3(t)

(1)) + iU (¢, 10)0y | (1)) (13.0.12)
&z, 1)) + iU (t, 40)0, |®(x, 1)) (13.0.13)
Ut (—H(t) +i0,) |®(x,1))" =0 (13.0.14)

W obrazie Heisenberga ewolucje czasowa dowolnego operatora WH (z,t)
opisuje rOwnanie

i%WH(:c,t) - [WH(x,t),HH(t)] (13.0.15)

Rozwigzaniem powyzszego rownania przy W (z, ¢) = UH(z,t) i warunku
poczatkowym @H(x,to) = \ifs(x,to) jest .

Uzasadnionym wiec jest traktowac U (t,t0) jako operator globalnej ewolucji
czasowej. Jako taki musi spelnia¢ szereg zalozen:

1. Musi by¢ unitarny.

2. Spelnia¢ warunek brzegowy U(t,t) = 1 - jest to konsekwencja uni-
tarnosci.

3. Jednoznacznosé rozwiazania |®(z,t5))° = Ul(ty, t1) |®(x, £1))°
Vip >t

4. Niezaleznos$é od posrednich krokow w ewolucji U(tg, t) = U(tg, tg)U(tg, t1)
Vts > to > ty, ktora wraz z poprzednia wlasciwoscia gwarantuja za-
chowanie zasady przyczynowosci.

5. Jedli chcemy bada¢ ewolucje w procesach odwracalnych to dla
ty <ty Ulty,ty) = Ul(ty, ts) = U Y(ty,t2), co wynika z unitarnosci
operatora.
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Poniewaz Jednak 7azWyczaj nie znamy rozw1@zan dla pelnego hamiltoni-
anu H = Hy+ H, lecz tylko swobodnego Hy, nie mozemy dokona¢ kanon-
icznej kwantyzacji i zbudowaé¢ w wyniku tej procedury operatoréow kreacji i
anihilacji stanéw a wiec zdiagonalizowac H. Jednym z rozwigzan wydaje sie
jakis rachunek zaburzen. Co wigcej, wnioski z twierdzen Haagaa i jego uogol-
nienia [§], podwazaja mozliwo$¢ stworzenia konsystentnej teorii pola z odd-
zialywaniami dla skoniczonych czasow. Tak wiec operator ewolucji dla odd-
zialujacego uktadu moze opisywaé jedynie stany asymptotyczne. Z drugiej
strony wydaje si¢ by¢ uzasadnionym rozpatrywanie stanéw ¢t — 4oo, gdyz
w eksperymentach rozproszeniowych mamy do czynienia z czastkami emi-
towanymi i rejestrowanymi poza efektywnym zasiegiem oddzialywania, ktore
modelowane jest jako punktowe.

Kolejny formalny problem w teoriach z oddzialywaniem polega na tym,
iz cztony H; wyraza sie, w analogii do ich klasycznych odpowiednikow, za
pomoca sum i iloczynéw operatoréw pol swobodnych. Przydatnym w bada-
niu ewolucji czasowej bytoby takie sformutowanie kwantowej teorii pola, w
ktorym operatory ewoluuja zgodnie ze rOwnaniami dla p6l swobodnych -
ewolucje wyznaczana Hyi U , zas stany zgodnie z rovvnanlem Schroedingera,
przy czym hamiltonianem H — H;a Uy — U Takie rozwigzanie nosi
nazwe obrazu oddzialywania badZ Diraca.

Przejscie do tej reprezentacji wyraza sie:

Ul (2, 1) = Uto(t, to) U (x, 1) U (t, to) (13.0.16)
D (x, 1)) = Ul (t,to) |®(x, 1)) . (13.0.17)

Podstawiajac do powyzszych rownan odpowiednio ((13.0.10)) i ((13.0.11)) otrzy-
mujemy:

(2, t) = Uto(t, to)U(t, to) U (2, ) U (¢, 1) Up (¢, o) (13.0.18)
B (x))" = Uf(t,t0)U (¢, to) |(x))" (13.0.19)

Roézniczkujac (13.0.17) otrzymujemy:

i0; | @ (2, 1)) = —Uj (¢, to) H (t) | B (2, 1)) + Us (¢, o) H (8) | @ (2, 1))°
(13.0.20)
= —HZ ) |®(x, )Y + Ul (t, to)H () |®(, 1))°

= —H; (1) |®(x, 1)) + Ug(t, to) H¥ (6)Uo (1, to) | (. 1))

52 Zaktadamy, ze unitarne Uy(t,to) = exp[( zﬁo (t,to)(t — to)] albo spelnia réwnanie
i0:Uo(t. to) = Hy (t, to)Uo(t, to), HE = id,U{ (t,t0)Us(t, to) oraz Hs(t to) = HS (t).
53 1, spelnia analogiczne warunki, jak w poprzednim przypisie Us.
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= Ul (t,t0) [—Hy (t) + H5 ()] U(t, o) |®(x, 1))

= Ul (. t0) H] (1) Uo(t, to) |®(x, 2))"
= H{(t)|®(x,1))’

Nastepnym krokiem jest wykazanie, iz operatory pola w obrazie oddziaty-
wania spetniaja rownania ruchu Heisenberga:

i%\ill(x,t) - [@f(x,t),ﬂg(t)} (13.0.21)
Najpierw obliczymy jawnie lewa strone (13.0.21]):
0 . X . )
iV (1) = O (t.to) (—Hs(t)\lfs(x,to) + \Ifs(x,to)HS(t)> Uo(t, to)
(13.0.22)
= U} (1, 10) |05, to), 1S (8)] Dot o) (13.0.23)

a nastepnie, majac na uwadze, ze

Hy(t) = Ug(t, to) Hy ()Us (t, to) = Hy (1)

= Uto(t, to) [0 (a, to), H (1)]Up(t, o) (13.0.25)
Tdentycznosé wyrazen (13.0.23) i (13.0.25) dowodzi, iz Uy(t,to) jest opera-
torem ewolucji czasowej pol w obrazie oddzialywania. Bogatsi o te wiedze

mozemy jawnie znalez¢ posta¢ operatorow kreacji i anihilacji w obrazie od-
dzialywania:

i%af(k,t) = [a'(k,t), H)(t)] = EJ (k)a" (k,t) (13.0.26)
Rozwiazaniem tego rownania jest
al(k,t) = e Zo W] ( to) (13.0.27)

Poniewaz od rozwigzania swobodnego rozni sie ono tylko czynnikiem fa-
zowym, zachowane zostaja kanoniczne relacje komutacyjne, a wiec ich inter-
pretacja jako jednoczastkowych operatoréw kreacji i anihilacji jest poprawna
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